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Analysis 11

Vorlesung 42

Lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten
Koeffizienten - Losungsverfahren

Es sei eine homogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizi-
enten gegeben, d.h.

v = Mv
mit einer konstanten Matrix
ajp a2 ... Qipn
21 Q929 ... QA9pn .
M = . . ) . mit ai; € K.
Ap1 QAp2 ... QApp

Wir lassen hier also auch den Fall zu, dass die Eintrige komplexe Zahlen sind.
Beim Auffinden der Losungen zu einer reellen Matrix ist es ndmlich hilfreich,
die reellen Zahlen als komplexe Zahlen aufzufassen, um dort Umformungen
durchzufiihren, die im Reellen nicht moglich sind. Die Losungen werden aber
nach wie vor auf reellen Intervallen definiert sein.

Ausgeschrieben liegt also das Differentialgleichungssystem

/
(2] aj1vy + -+ A1ptn

Up, Ap1 01+ AUy

vor. Solche Systeme lassen sich mit Hilfe der linearen Algebra auf eine Folge
von inhomogenen linearen gewohnlichen Differentialgleichungen in einer Va-
riablen zuriickfithren und damit sukzessive 16sen. Das folgende einfache Lem-
ma gibt bereits einen deutlichen Hinweis dadrauf, dass lineare Eigenschaften
der Matrix M eng mit den Losungen des Differentialgleichungssystems zu-
sammenhéngen.

LEMMA 42.1. Es ses
v = Mv
mit
M € Mat,«,(K)

eine lineare gewdohnliche Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
und es set u € K" ein Eigenvektor zu M zum Figenwert A € K. Dann ist die
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Abbildung
My

R — K", t —> ceMu = ¢ : ,
At

(c € K) eine Losung dieses Differentialgleichungssystems.

Beweis. Dies folgt direkt aus

!/
ceMuy

V'(t) = :
ceMu,,
(ce’\tul )/

(Ce)\tun)/

AeeMuy

AeeMu,
Uy
= e
Un,
Uy

Unp,
ceMuy

ceMu,

DEFINITION 42.2. Es sei
v = Mv
mit
M € Mat,,«, (K)

eine lineare gewohnliche Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten.

Dann nennt man das charakteristische Polynom

xm = det (tE, — M)

auch das charakteristische Polynom der Differentialgleichung.

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind nach Satz Anhang A.3
Eigenwerte von M und liefern somit nach Lemma 42.1 Losungen des Diffe-

rentialgleichungssystems.



BEMERKUNG 42.3. Es sei
Y+ an 1y Y+ ary +agy = 0

eine lineare gewohnliche Differentialgleichung héherer Ordnung mit konstan-
ten Koeffizienten und es sei

v = Mv
das zugehorige System von linearen Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten, also mit der Matrix

0 1 0o ... ... 0

0 0 1 0 0
o ... ... 0 1 0
0 o ... ... 0 1
—Qayp —a1 ... ... —Qp—92 —Ap_1

Das zu dieser Matrix gehorige charakteristische Polynom ist nach Aufgabe
42.10 gleich
X"+ a, 1 X" 1+ X +ao.

D.h. man kann dieses Polynom direkt aus der eingangs gegebenen Differen-
tialgleichung hoherer Ordnung ablesen.

BEISPIEL 42.4. Zu einer linearen gewohnlichen Differentialgleichung zweiter
Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Y +ay +ay =0
ist das charakteristische Polynom gleich
t2 +ait +ag.

Dessen Nullstellen sind einfach zu bestimmen, es ist
t172 = ——:l: — — Qg.

Nun untersuchen wir systematisch, wie man Differentialgleichungssysteme
mit konstanten Koeffizienten 16st.

LEMMA 42.5. Es ses
v = Mv
mat
M € Mat, «,(K)

eine lineare gewdhnliche Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten,
es sei B € Mat,, ., (K) eine invertierbare Matriz und es sei

N =BMB™'.

Dann st
v: R— K", t — v(t),
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genau dann eine Losung von v = Mwv, wenn w = Bwv eine Liosung der
Differentialgleichung w' = Nw ist.

Beweis. Es sei vorrausgesetzt, dass v = Mwv ist. Dann gelten fiir w = Bwv
mit B = (b;;);; die Gleichungen

w(t)
w'(t) = :
wy, (1)

(bllvl (t) + -+ blnvn(t)),

(bn1v1(t) + -+ - + bupvn(t))
bivy(t) + -+ + by (1)

b1 vy (t) + -+ - + bupvl, (1)
v (t)

U (t)
wy (1)
= BMB™! : ,
wy(t)
so dass w die Differentialgleichung w’ = Nw 16st. Die inverse Transformation
zeigt, dass zu einer Losung von w’ = Nw die Abbildung B~!w eine Losung

fiir v’ = Mw ist. O

SATZ 42.6. Es set

M € Mat,,x,(C)
ein homogenes lineares gewdhnliches Differentialgleichungssystem mait kon-

stanten Koeffizienten. Dann gibt es eine invertierbare Matriz B € Mat,,«,(C)
derart, dass das dquivalente Differentialgleichungssystem

w = Nw mit N = BMB™!



obere Dreiecksgestalt besitzt, also von der Form

w i1 ¢ c W
1 Ci2 G
wh " Wy
0 ¢ - oC2m .
w! : ' - W1
n/—l 0 T 0 Cnn "
w W,

n

(mit ¢;j € C) ist. Dieses System lisst sich sukzessive von unten nach oben
mit dem Losungsverfahren fiir inhomogene lineare Differentialgleichungen in
einer Variablen losen. Wenn zusdtzlich Anfangsbedingungen v;(to) = a; fir
t=1,...,n gegeben sind, so ist die Losung eindeutig.

Beweis. Aufgrund von Satz Anhang A.4 ist die Matrix M trigonalisierbar,
d.h. es gibt eine invertierbare Matrix B € Mat,,,(C) derart, dass

N =BMB™!

obere Dreiecksgestalt besitzt. Das lineare Differentialgleichungssystem w’ =
Nw besitzt also die angegebene Gestalt, und es ist wegen Lemma 42.5 dqui-
valent zum urspriinglichen System. Das System in oberer Dreiecksgestalt 16st
man wie in Lemma 41.8 beschrieben. Eine Anfangsbedingung fiir v/ = Mwv
iibersetzt sich direkt in eine Anfangsbedingung fiir w’ = Nw. In dem soeben
beschriebenen Losungsverfahren gibt es dann jeweils eine Anfangsbedingung
fiir die inhomogenen Differentialgleichungen, so dass die Losungen jeweils
nach Satz 29.10 eindeutig sind. U

BEISPIEL 42.7. Wir betrachten das lineare Differentialgleichungssystem mit
konstanten Koeffizienten
v = Mv

5 9
v (5%
Das charakteristische Polynom der Matrix ist

t—5 -9
XM:det( 1 7j+1):(t—5)(t+1)+9:152—4t+4:(15—2)2.

mit

Das bedeutet, dass 2 ein Eigenwert der Matrix mit algebraischer Vielfachheit
2 ist. Der Kern der Matrix
-3 -9
(")

ist von 1 erzeugt, dies ist also ein einfacher Eigenvektor und die geome-

trische Vielfachheit des Eigenwertes ist 1. Aus Lemma 42.1 ergibt sich direkt

die Losung
p(t) = e <_31) :
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Um alle Losungen zu finden, arbeiten wir mit Lemma 42.5 und mit Satz 42.6.

Wir verwenden die Basis (_31> und _25> (der zweite Vektor ist gewahlt,

um Jordanform zu erreichen, was aber fiir das Losungsverfahren nicht we-
sentlich ist) und berechnen mit

(3 =5
= (47)

und
2 5
o= (13)
N = BMB™
(25 5 9 3 =5
\1 3/ \-1 —-1)\-1 2
(25 6 -7
1 3)\-2 3
(21
~\0 2/~
Fiir das transformierte System w’ = Nw ergibt sich direkt die Losung

e?t <() . Um eine weitere Losung zu erhalten muss man mit einer nicht-

trivialen Losung der zweiten Zeile wh = 2w, starten, also mit wy(t) = .
Die erste Zeile fiihrt dann auf

wi(t) = 2wi(t) +we(t) = 2w (t) + .

Die zugehoérige homogene Gleichung hat die Losung e, gemifl Satz 29.10
brauchen wir eine Stammfunktion von

e 2t = 1.
Eine solche ist ¢ und daher ist

wo(t) = te*

die Losung in der ersten Komponenten. Eine zweite Losung ist also

teZt

Um Losungen fiir das urspriingliche System zu erhalten, miissen wir mit B~!
zuriicktransformieren. Aus der ersten Losung erhélt man die schon bekannte
Losung zum Eigenvektor und aus der soeben gefundenen Losung erhélt man

oo (e (3 =B\ [te*\ [ 3te* —be*
7/’@) =B (€2t - -1 2 e2t - _t62t_|_2€2t :



BEMERKUNG 42.8. Es sei
v = Mv
mit
M € Mat,,x,(R)

eine lineare gewohnliche Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
und es sei

z: R—C"

eine komplexwertige Losung dieser Differentialgleichung. Wir schreiben z(t)
= u(t) +iv(t), wobei u, v differenzierbare Kurven im R" sind, und die Real-
bzw. Imaginérteil der Funktion heiflen. Es sei

Z(t) = u(t) —iv(t)
die konjugiert-komplexe Funktion zu z. Dann ist wegen
Mz(t) = Mz(t) = 2/(t) = Z(t)
auch z eine Losungsfunktion. Wegen

u(p) = 20 +E0

sind auch Real- und Imaginérteil von z Losungsfunktionen (und zwar reell-
wertige).

SATZ 42.9. Es set
v' = Mwv
mat
M € Mat,,«,(R)
eine lineare gewdhnliche Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
mit der Anfangsbedingung v(ty) = u € R™, ty € R. Dann gibt es genau eine
auf R definierte Losung
v: R— R"

fiir dieses Anfangswertproblem.

Beweis. Aufgrund von Satz 42.6 gibt es eine eindeutige komplexwertige Lo-
sung
v: R— C"

fiir dieses Differentialgleichungssystem. Da eine reellwertige Losung insbe-
sondere eine komplexwertige Losung ist, liegt Eindeutigkeit vor. Der Realteil
der komplexen Losung, also

Re (v) : R — R", t — Re (v(t)),

ist ebenfalls eine Losung dieses Systems. Wegen der Eindeutigkeit muss v =
Re (v) sein. d
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KOROLLAR 42.10. Es se:
v = Mv
mit
M € Mat,«,(K)

ein homogenes lineares gewdohnliches Differentialgleichungssystem mait kon-
stanten Koeffizienten. Dann ist die Menge der Losungen

p: R— K"
ein n-dimensionaler K- Vektorraum.

Beweis. Dass der Losungsraum ein K-Vektorraum ist, kann man direkt nach-
rechnen. Aufgrund von Satz 42.6 bzw. Satz 42.9 gibt es zu jedem Vektor

w e K"
genau eine Losung
v: R— K"
mit
p(0) = w.

Die Zuordnung, die eine Losung ¢ der Differentialgleichung auf den Orts-
punkt ¢(0) abbildet, ist linear, so dass eine lineare Isomorphie zwischen dem
Losungsraum und K" vorliegt. O

DEFINITION 42.11. Es sei
v = Mv
mit
M € Mat,,«, (K)

ein homogenes lineares gewohnliches Differentialgleichungssystem mit kon-
stanten Koeffizienten. Dann heifit eine Basis des Losungsraumes ein Funda-
mentalsystem von Ldsungen dieses Systems.

KOROLLAR 42.12. Es sei
v = Mv
mat
M € Mat,,«, (K)

eine lineare gewdhnliche Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten.
Die Matriz M sei diagonalisierbar mit den linear unabhdngigen Figenvekto-
ren Ui, ..., u,. Dann ist der Losungsraum der Differentialgleichung gleich

{1 ug 4+ + e’ u,| g €KY

wobei \; der Figenwert zu u; ist.

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 42.1 und aus Korollar 42.10. U



BEISPIEL 42.13. Wir betrachten das lineare Differentialgleichungssystem

() =60

Fiir vs(t) = 0 ergibt sich aus der ersten Zeile (bis auf skalare Vielfache) sofort
v; = e, was insgesamt der Losung (der ersten Fundamentallosung)

Y
(v)
zum Eigenvektor (é) geméafl Lemma 42.1 entspricht.

Sei nun v, # 0. Dann fiihrt die zweite Zeile zu v, = e#*, was wir Satz 42.6
entsprechend zu einer Gesamtlosung fortsetzen. Die erste Zeile lautet somit

vy = Avp + yet.

M so dass sich mit

mit

Die Losung der zugehorigen homogenen Gleichung ist c- e
der Variation der Konstanten der Ansatz vy (t) = c(t) - e

d(t) = vy et e M =~ er=)t
ergibt.
Bei p = A ergibt sich ¢(t) = vt und damit die zweite Fundamentallsung

oo = (")

Bei v # 0 gehort diese zweite Losung nicht zu einem Eigenvektor.

Bei p # A ergibt sich c¢(t) = ﬁe(“_’\)t und damit die zweite Fundamen-

tallosung
%/\eﬂt ut %)\
v(t) = (He“t ) =e¢ (“1 >

Dies ist wieder eine Losung, die zu einem Eigenvektor gehort.

BEISPIEL 42.14. Wir betrachten die Bewegung eines Punktes auf der Gera-
den, wobei die Lage des Punktes proportional zur auf ihn wirkenden Kraft
(bzw. Beschleunigung) in Richtung des Nullpunkts sein soll. Wenn der Punkt
sich in R, befindet und sich in die positive Richtung bewegt, so wirkt diese
Kraft bremsend, wenn er sich in die negative Richtung bewegt, so wirkt die
Kraft beschleunigend. Mit der Proportionalitdtskonstante 1 gelangt man zur
linearen Differentialgleichung (zweiter Ordnung)
y'=-y,
die diesen Bewegungsvorgang beschreibt. Als Anfangsbedingung wéhlen wir
y(0) = 0 und y'(0) = v, zum Zeitpunkt 0 soll die Bewegung also durch den
Nullpunkt gehen und dort die Geschwindigkeit v besitzen. Man kann sofort
die Losung
y(t)=wv-sint
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angeben. Wir werden diese Losung mit den Losungsmethoden fiir lineare
Differentialgleichungen herleiten. Die Differentialgleichung fiihrt zum linea-
ren Differentialgleichungssystem

Yo _ (v _ (0 1\ (w
N —Yo —1.0)\n/"
Das charakteristische Polynom ist
v+l = (y—i)y+1i),
und Eigenvektoren sind (1) (zum Eigenwert ¢) und (_12) (zum Eigenwert

—1). Die allgemeine komplexe Losung ist also nach Korollar 42.12 gleich

Yo(t) = cre” (1) + o (—1z) ,

wobei letztlich nur die erste Zeile (der Realteil) interessiert. Die Anfangsbe-
dingung fithrt zu
cg+c=0und ¢t —cot = v.
Also ist ¢z = —c¢; und ¢; = 5. Daher ist die Losung
Vot U it

— _e_

—e - = v-s8int
21 21

nach Satz 15.10.

Mit den linearen Methoden kann man auch die folgende Aussage beweisen.
SATZ 42.15. Es sei
Y+ an 1y Y+ ary +agy = 0

eine lineare gewohnliche Differentialgleichung hoherer Ordnung mit konstan-
ten Koeffizienten und das charakteristische Polynom zerfalle in Linearfakto-
ren,

P = X”+an,1X"_1+---+a1X—|—ao
— (X — )\1>V1 e (X _ )\k‘)l/k7

wobei die \; verschieden seien. Dann bilden die Funktionen
teMt i=1,...k,j=0,...,1;,—1

ein Fundamentalsystem fiir diese Differentialgleichung.

?



