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Analysis 11
Vorlesung 39

Integration von stetigen Wegen
Fiir eine stetige Kurve
g: I —V
in einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum definieren wir fiir a,b € I

das bestimmte Integral f:g(s)ds komponentenweise, d.h. man wé&hlt eine
Basis vy, ...,v, von V und driickt die stetige Kurve durch ihre Komponen-
tenfunktionen g1, ..., g, aus. Dann setzt man

/abg(s)ds = (/abgl(s)ds> vt (/abgn(8>d8) .

Das Ergebnis ist ein Vektor in V', der unabhéingig von der gewéhlten Basis
ist, siche Aufgabe 39.1. Wenn man die untere Intervallgrenze a fixiert und
die obere Intervallgrenze b = t variiert, so bekommt man eine Integralkurve

¢
I—>V,tt—>/ g(s)ds.

Diese Integralkurve kann man wieder ableiten und erhélt die Ausgangskurve
zuriick, d.h. es gilt wieder der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung.
Es gilt die folgende Integralabschéatzung.
SATZ 39.1. Es sei V' ein euklidischer Vektorraum und
g: la,b] — V
eine stetige Abbildung. Dann gilt

b b
| [ swanl< [l .

Beweis. Wenn f;g(t) dt = 0 ist, so ist nichts zu zeigen. Sei also

/bg(t)dt = v # 0.

Es sei uy := I_hzjl\ Das ergdnzen wir zu einer Orthonormalbasis uy, us, . .., uy,

von V. Es seien g¢1,9s,...,9, die Koordinatenfunktionen von g beziiglich
dieser Basis. Dann besteht aufgrund unserer Basiswahl die Beziehung

v o= /abg(t)dt



Dabher ist

I [ s = /abm(t)dt\

< |91 ()] dt

< / V@ OF T 1 (g dt

b
- /||gl<t>u1+---+gn<t>un|| dat

= [ lsto)l ae.

BEMERKUNG 39.2. Die Abschétzung aus Satz 39.1 ist im Allgemeinen recht
grob. Wenn beispielsweise g = f’ die Ableitung einer stetig differenzierbaren
Kurve

g

f:la, 0] —V
ist, so ist die rechte Seite gleich nach nach Satz 38.6

b b
/||g<t>|| dtz/ 17 dt = L2(f),

also die Kurvenlédnge von f. Die linke Seite ist hingegen

I [ aani=10) - sl

Die Abschétzung ist also in diesem Fall trivial, da ja die Kurvenlidnge nach
Definition 38.3 das Supremum der Léngen der interpolierenden Streckenziige
ist, und || f(b) — f(a)]| ist die Lénge der direkten Strecke.

BEMERKUNG 39.3. Aus Satz 39.1 kann man Satz 38.1 fiir eine stetig diffe-
renzierbare Kurve

fi1I—V
gewinnen. Mit g = f” ist namlich

17(0) ||—||/ dt||</ lg@)] dt = (b—a) l|9(0) ]| = (b—a) || F'(0)]]

fir ein gewisses ¢ € [a, b], dessen Existenz aus dem Mittelwertsatz der Inte-
gralrechnung (in einer Variablen) folgt.



Vektorfelder

DEFINITION 39.4. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, I C
R ein reelles Intervall und U C V eine offene Menge. Dann nennt man eine

Abbildung
f:IxU—V, (tv)— f(t,v),
ein Vektorfeld (auf U).
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Die {ibliche physikalische Interpretation ist hierbei, dass t € I die Zeit re-
prasentiert, v € V' den Ort und f(¢,v) € V einen Vektor, der zum Zeitpunkt
t an den Ortspunkt v angeheftet ist und dort eine Richtung vorgibt. Manch-
mal spricht man auch von einem Richtungsfeld. Im physikalischen Kontext
werden die Vektoren als Geschwindigkeitsvektoren, als Kraftvektoren oder
als Beschleunigungsvektoren interpretiert.

Wenn das Vektorfeld nicht von ¢ abhéngt, so spricht man von einem zeitun-
abhdngigen oder autonomen Vektorfeld.

Wir werden im Rahmen der Differentialgleichungen auf zeitabhéngige Vektor-
felder zuriickkommen. Zuerst untersuchen wir zeitunabhéngige Vektorfelder
und Wegintegrale.

Wegintegrale

DEFINITION 39.5. Es sei U C V eine offene Teilmenge in einem euklidischen
Vektorraum,

F:U—YV
ein stetiges Vektorfeld und

v: la,b) — U
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eine stetig differenzierbare Kurve. Dann heifit

b
[P = [ rowy o
o a
das Wegintegral zum Vektorfeld F' langs des Weges 7.

Statt Wegintegral sagt man auch Kurvenintegral. Die stetige Differenzier-
barkeit sichert dabei, dass die Ableitung 4" und damit auch der Integrand
t— (F(y(t)),~'(t)) stetig sind, so dass das Integral existiert.

Wenn der Weg v nur (stetig und) stiickweise stetig differenzierbar ist, wenn
es also eine Unterteilung a = ag < a; < ... < a,_1 < a, = b gibt derart,
dass die Einschrankungen® ~; := Viai_1,a) Stetig differenzierbar sind, so setzt

man
/F::/F+/F+---+/ F.
v 71 Y2 Yn

BEMERKUNG 39.6. Das Vektorfeld
F:U—R"
sei durch die Komponentenfunktionen
Fi(zy,...;zn), . Fu(xg, .. xy)
und die Kurve durch die Komponentenfunktionen
(V1 (), -, (1))
mit der Ableitung

(), m(®)
gegeben. Dann wird das Wegintegral durch

b
/ F o= / Fun(8)s- o 3n(0) - 140+ + Faln(0), . 2(8)) - 74 ()t
o a
n b
= 3 [ R, @) e
i=1 7@
berechnet.
BEISPIEL 39.7. Zu einem konstanten Vektorfeld
F:V—V rx— v,

auf einem euklidischen Vektorraum V mit einem Vektor v € V und einem
affin-linearen Weg

v: [a,b] — V, t — w + tu,

Hier haben die v; eine andere Bedeutung wie in der folgenden Bemerkung, wo sie die
Komponentenfunktionen bezeichnen.



ist

/WF _ /ab(v,u>dt ~ (b= a) (v,u).

BEISPIEL 39.8. Wir betrachten das Vektorfeld
F: RQ — RZ» (l’,y) — (ZL’2 - y37$y)
und den Weg
v: [0,1] — R? ¢t — (12, 1° — 5t).
Die Ableitung von ~ ist
7(t) = (2,3t = 5).
Daher ist das Wegintegral zu diesem Vektorfeld lings dieser Kurve gleich
1
[F = [ Fow. o
2l
1
(M(1)* = 72(t)°) - 1) + 1 (t)72(t) - a(t)dt
1
(t* — (t* — 5t)%) - 2t + 2(¢> — 5t) - (3t> — 5)dt

—

(t* — 17 + 15t — 7565 + 125¢%)2t 4 t3(3t° — 5t3 — 15° 4 25¢)dt

—

2t5 — 2t10 + 30¢% — 1506 + 250t 4 37 — 20¢° + 25¢3dt

1
—2t19 + 30¢% + 3t" — 150¢% — 181 + 250t* + 25¢3dt

S— 55—

- 2 10, 3. 150. o _ o 25\,
—<11t+3t+8t T - 505 4506+ =t ) 1)
336 + 6160 + 693 — 39600 + 11550

ol 1848 ‘

BEISPIEL 39.9. Wir betrachten das Vektorfeld
F: R* — R? (z,9) — (=3z,5y).
Fiir einen stetig differenzierbaren Weg
v: la,b] — R?, ¢ — (1),
ist das Wegintegral zu diesem Vektorfeld gleich

/f -/ P07 ()
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Insbesondere hingt dieser Wert nur von v(a) und ~(b) ab, also dem An-
fangspunkt und dem Endpunkt der Bewegung, nicht aber vom Verlauf des
Weges.

Im vorstehenden Beispiel besitzt insbesondere bei y(a) = ~(b) das Wegin-
tegral den Wert 0. Das folgende Beispiel zeigt, dass fiir einen geschlossenen
Weg ~, wo also y(a) = ~(b) ist, das Wegintegral nicht 0 sein muss. Wir
werden allerdings spéter sehen, dass Gradientenfelder (Potentialfelder) die
Eigenschaft besitzen, dass die Wegintegrale nur vom Anfangs- und Endpunkt
abhéngen.

BEISPIEL 39.10. Wir betrachten das Vektorfeld
F: R* — R? (z,y) — (—vy,2)
und den Weg
v: [0,27] — R? t+— (cos t, sin t).
Die Ableitung von 7 ist
7Y (t) = (= sin t, cos t).

Daher ist das Wegintegral zu diesem Vektorfeld ldngs dieser Kurve gleich

L P RO (1) dt

2m — sin t — sin t

N / << )( )>dt
0 cos t cos t
2

= / sin® t + cos® tdt
0

2
- / 1dt
0

= 2.

BEMERKUNG 39.11. Bei der iiblichen pysikalischen Interpretation eines We-
gintegrals stellt man sich das Vektorfeld F' als ein Kraftfeld und den Weg
als die Bewegung eines Massepunktes vor. Dabei ist die Bewegung erzwun-
gen, d.h. es handelt sich nicht um die natiirliche Bewegung, die das Kraftfeld
bewirkt , sondern um eine gefiihrte Bewegung. Eine solche Bewegung erfor-
dert einen Arbeitsaufwand, wenn sie gegen das Kraftfeld durchgefiihrt wird,
und setzt Energie frei, wenn sie mit der Kraft gefithrt wird. Entscheidend ist
dabei der Winkel zwischen der momentanten Bewegungsrichtung zu einem
Zeitpunkt ¢t und dem Kraftfeld zum Ortspunkt ~(¢). Daher taucht in der
Definition des Wegintegrals das Skalarprodukt zwischen Vektorfeld und Be-
wegungsrichtung auf. Das gesamte Wegintegral ist die Arbeit, die man ldngs
des Weges in dem Kraftfeld verrichtet. Das Skalarprodukt (F'(v(t)),7'(t))
bedeutet zu einem fixierten Zeitpunkt ¢ die momentante Leistung.
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LEMMA 39.12. Es set U C V eine offene Teilmenge in einem euklidischen
Vektorraum,

FG:U—V
stetige Vektorfelder und
v: [a, 0] — U

eine (stickweise) stetig differenzierbare Kurve. Dann gelten folgende Aussa-
gen.

(1) Firr,s € R st

/TF+SG:T/F+S/G.
¥ ¥ ¥
[r-|r
— ¥

wobei —vy den umgekehrt durchlaufenen Weg bezeichnet.
(3) Wenn

(2) Es st

d: [bye] — U

ein weiterer (stickweise) stetig differenzierbarer Weg mit 6(b) =

/ / + / ’

wobei v x & den aneinander gelegten Weg bezeichnet.

Beweis. Siehe Aufgabe 39.14. O

SATZ 39.13. Es sei U C V eine offene Teilmenge in einem euklidischen
Vektorraum,

F:U—YV
ein stetiges Vektorfeld und

v: [a, b)) — U
eine stetig differenzierbare Kurve. Es sei
g: [67 d] — [CL,b]

eine bijektive, monoton wachsende, stetig differenzierbare Funktion und sei

vy =~vog. Dann gilt
/F:/F.
v ¥
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Beweis. Es seien Fi, ..., F, die Komponentenfunktionen von F und 4, ...,
vn die Komponentenfunktionen von v beziiglich einer fixierten Orthonormal-
basis von V. Dann gilt mit der Substitution ¢ = g(s) unter Verwendung von
Korollar 25.8

n

L7 = X [ Ao ) it

=1
n

d
= > [ ROulge) - lg9) Alla() - g (5)ds

i=1

= > [ R u() sl

g

Die Funktion ¢: [c,d] — [a,b] nennt man in diesem Zusammenhang eine (ori-
entierungserhaltende) Umparametrisierung. Der Satz besagt, dass das Wegin-
tegral nur von dem durchlaufenen Weg (einschlielich der Richtung) abhéngt,
nicht aber von der Geschwindigkeit, mit der das passiert. Wenn die Funktion
g monoton fallend ist, so vertauschen sich bei der Substitution die Integrati-

onsgrenzen und man erhalt
/ F=- / F
v ¥

Diese Beziehung gilt insbesondere, wenn der Weg « in umgekehrter Richtung
durchlaufen wird, was schon in Lemma 39.12 (2) formuliert wurde.
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