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Analysis 1

Vorlesung 24

Der Mittelwertsatz der Integralrechnung
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Zu einer Riemann-integrierbaren Funktion f: [a,b] — R kann man
b
[, f(t)dt
b—a

als die Durchschnittshohe der Funktion ansehen, da dieser Wert mit der
Lange b — a des Grundintervalls multipliziert den Flécheninhalt ergibt. Der
Mittelwertsatz der Integralrechnung besagt, dass fiir eine stetige Funktion die-
ser Durchschnittswert (oder Mittelwert) von der Funktion auch angenommen
wird.

SATZ 24.1. Sei [a,b] ein kompaktes Intervall und sei
f:]a,b) — R

eine stetige Funktion. Dann gibt es ein ¢ € [a,b] mit
b
| ra = se0-a).

Beweis. Uber dem kompakten Intervall ist die Funktion f nach oben und
nach unten beschrankt, es seien m und M das Minimum bzw. das Maximum
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der Funktion, die aufgrund von Satz 13.10 angenommen werden. Dann ist
insbesondere m < f(z) < M fiir alle z € [a, b] und

b
m(b— a) g/ ft)dt < M(b—a).
Daher ist fabf(t) dt = d(b — a) mit einem d € [m,M] und aufgrund des

Zwischenwertsatzes gibt es ein ¢ € [a,b] mit f(c) = d. O

Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung

Es ist geschickt auch Integralgrenzen zuzulassen, bei denen die untere Inte-
gralgrenze die obere Intervallgrenze und die obere Integralgrenze die untere
Intervallgrenze ist. Dazu definieren wir fiir a < b und eine integrierbare Funk-

tion f: [a,b] = R
/b f)dt := —/a f(t)dt.

DEFINITION 24.2. Sei [ ein reelles Intervall und sei
f: I —R

eine Riemann-integrierbare Funktion und a € I. Dann heifit die Funktion
I — R, x>—>/ f(t)dt,
die Integralfunktion zu f zum Startpunkt a.

Man spricht auch von der Flichenfunktion oder einem unbestimmten Integral.
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Das x im Satz ist das ¢ in der Animation, und = + h im Satz ist das wandernde
2 in der Animation. Der wandernde Punkt z in der Animation ist ein Punkt, wie
er im Mittelwertsatz der Integralrechnung auftritt.

Die folgende Aussage heifit Hauptsatz der Infinitesimalrechnung.



SATZ 24.3. Sei I ein reelles Intervall und set
f: I —R

eine stetige Funktion. Es sei a € I und es sei

F(z) = / f(t)dt
die zugehorige Integralfunktion. Dann ist F' differenzierbar und es gilt

Fl(z) = f(x)
fiir alle x € 1.

Beweis. Es sei x fixiert. Der Differenzenquotient ist

F(x—i-h})L—F(x) _ %(/aﬁhf(t)dt—/jf(t)dt) = %/fhf(t)dt-

Wir miissen zeigen, dass fir h — 0 der Limes existiert und gleich f(x)
ist. Nach dem Mittelwertsatz der Intergalrechnung gibt es zu jedem h ein'
¢p € [z, x + h] mit

z+h
fle) b = / " pwar

und damit ist

xz+h
. [ (t)dt
flew) = 1O,
Fiir h — 0 konvergiert dies wegen der Stetigkeit von f gegen f(z). O
Stammfunktion
Zur Definition von Stammfunktionen setzen wir wieder K = R oder = C.

Wir werden uns aber weitgehend auf den reellen Fall beschranken.
DEFINITION 24.4. Sei D C K offen und sei

f: D—K
eine Funktion. Eine Funktion

F: D—K
heilt Stammfunktion zu f, wenn F auf D differenzierbar ist und F'(z) = f(x)
gilt fiir alle z € D.

Den Hauptsatz der Infinitesimalrechnung kann man zusammen mit Satz
23.14 als einen Existenzsatz fiir Stammfunktionen interpretieren.

Bei h positiv. Bei h negativ ist ¢, € [z+h, z]. In jedem Fall liegt es in [z — |h|, z+|h|].
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KOROLLAR 24.5. Sei I ein reelles Intervall und sei
f: I —R
eine stetige Funktion. Dann besitzt f eine Stammfunktion.

Beweis. Es sei a € I ein beliebiger Punkt. Aufgrund von Satz 23.14 existiert
das Riemann-Integral
/ F(t)d,

und aufgrund des Hauptsatzes ist F'(x) = f(x), d.h. F' ist eine Stammfunk-
tion von f. 0

LEMMA 24.6. Sei I ein reelles Intervall und sei
f:I—R
eine Funktion. Es seien F' und G zwei Stammfunktionen von f. Dann ist
F — G eine konstante Funktion.
Beweis. Es ist
(F-G) =F -G =f-f=0.
Daher ist nach Korollar 19.4 die Differenz F' — G konstant. O

Gottiried Wilhelm Leibniz
(1646-1716)

Isaac Newton (1643-1727)

Die folgende Aussage ist ebenfalls eine Version des Hauptsatzes, der darin
ausgedriickte Zusammenhang heif3t auch Newton-Leibniz-Formel.

KOROLLAR 24.7. Sei I ein reelles Intervall und sei
f: I —R
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eine stetige Funktion, fir die F' eine Stammfunktion sei. Dann gilt fiir a < b
aus I die Gleichheit

b
/f@ﬁ:F@—ﬂ@

Beweis. Aufgrund von Satz 23.14 existiert das Integral. Mit der Integralfunk-
tion G(x) := [ f(t)dt gilt die Beziehung

/f@ﬁ:@@:@@—a@

Aufgrund von Satz 24.3 ist G differenzierbar mit G'(z) =
eine Stammfunktion von f. Wegen Lemma 24.6 ist F(x)

f(z), d.h. G ist
G(z) + c. Daher

ist
b
/ ft)ydt = G(b) —G(a) = F(b) —c— F(a)+c = F(b) — F(a).

Da eine Stammfunktion nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist,
schreibt man manchmal

/ﬂﬂﬁ:F+a

und nennt ¢ eine Integrationskonstante. In gewissen Situationen, insbesondere
im Zusammenhang mit Differentialgleichungen, wird diese Konstante durch
zusétzliche Bedingungen festgelegt.

NOTATION 24.8. Es sei [ ein reelles Intervall und F': I — R eine Stamm-
funktion zu f: I — R. Es seien a,b € I. Dann setzt man

Fm:ﬂm—m@:/f@m.

Diese Notation wird hauptsichlich bei Rechnungen verwendet, vor allem
beim Ermitteln von bestimmten Integralen.

Mit den schon frither bestimmten Ableitungen von differenzierbaren Funk-
tionen erhélt man sofort eine Liste von Stammfunktionen zu einigen wichti-
gen Funktionen. In der néchsten Vorlesung werden wir weitere Regeln zum
Auffinden von Stammfunktionen kennenlernen, die auf Ableitungsregeln be-
ruhen. Im Allgemeinen ist das Auffinden von Stammfunktionen schwierig.

Die Stammfunktion zu z, wobei x € R, und a € R, a # —1, ist, ist ﬁx““.

BEISPIEL 24.9. Zwischen zwei (punktformig gedachten) Massen M und m
bestehe der Abstand Ry. Aufgrund der Gravitation besitzt dieses System
eine gewisse Lageenergie. Wie édndert sich die Lageenergie, wenn die beiden
Massen auf einen Abstand von R; > R, auseinander gezogen werden?
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Die aufzubringende Energie ist Anziehungskraft mal Weg, wobei die Anzie-
hungskraft allerdings selbst vom Abstand der Massen abhingt. Nach dem
Gravitationsgesetz ist die Kraft beim Abstand r gleich

Mm

2 Y

F(r)=~—

wobei 7 die Gravitationkonstante bezeichnet. Daher ist die Energie (oder Ar-
beit), die man aufbringen muss, um den Abstand von R, auf R; zu erhdhen,
gleich

B Mm

Damit kann man der Differenz der Lageenergien zum Abstand Ry bzw. R
einen sinnvollen Wert zuweisen, nicht aber den Lageenergien selbst.

Die Stammfunktion der Funktion % ist der natiirliche Logarithmus.

Die Stammfunktion der Exponentialfunktion ist die Exponentialfunktion
selbst.

Die Stammfunktion von sin z ist — cos x, die Stammfunktion von cos x
ist sin x.

1

1757 Ist arctan z, es ist ja

Die Stammfunktion von

1
(arctan z)) = ———

cos? (arctan x)

cos? (arctan z) +sin? (arctan x)
cos? (arctan x)

1+ tan? (arctan z)

B 1
o 14a?
Die Stammfunktion von —— auf | — 1, 1] ist
1 1 1
5 In 11—2 = §(ln (14z)—In(1—2a)),



es ist ja
Lo 1te Tl -z (1-2)+(1+2)
2 l—2) 2 1l+x (1— )2
1 2
2 (142)(1—2)
1
- (-a?)

Auf R\ {—1,1} ist 1 In [}*£| eine Stammfunktion.

In der iiberndchsten Vorlesung werden wir ein Verfahren angeben, wie man
zu einer beliebigen rationalen Funktion (also einem Quotienten aus zwei Po-
lynomen) eine Stammfunktion finden kann.

Achtung! Integrationsregeln sind nur anwendbar auf Funktionen, die im ge-
samten Intervall definiert sind. Z.B. gilt nicht

/adt_ L, _ 1. 1_ 2
L2 2T a a  a

da hier {iber eine Definitionsliicke hinweg integriert wird.
BEISPIEL 24.10. Wir betrachten die Funktion
f: R— R t— f(t),

Ft) = {Ofﬁrt:O,

%sintl2 fiirt #0.

mit

Diese Funktion ist nicht Riemann-integrierbar, da sie weder nach oben noch
nach unten beschrankt ist. Es existieren also weder untere noch obere Trep-
penfunktionen fiir f. Trotzdem besitzt f eine Stammfunktion. Dazu betrach-

ten wir die Funktion
0 fiir t =0,
H(t) = 2 1 .
5 cos 5 firt #0.

Diese Funktion ist differenzierbar. Fiir ¢ # 0 ergibt sich die Ableitung

1 1 1
H(t) =t — 4+ — sin —.

(1) cos 7524—tsm v
Fiir t = 0 ist der Differenzenquotient gleich
h? 1
2w ﬁcosi.

h 2 h?

Fiir h — 0 existiert der Grenzwert und ist gleich 0, so dass H iiberall diffe-
renzierbar ist (aber nicht stetig differenzierbar). Der erste Summand in H’
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ist stetig und besitzt daher nach Korollar 24.5 eine Stammfunktion G. Da-
her ist H — G eine Stammfunktion von f. Dies ergibt sich fiir ¢ # 0 aus der
expliziten Ableitung und fiir t = 0 aus

H'(0) = G'(0) =0—0 = 0.

Stammfunktionen zu Potenzreihen

Wir erinnern daran, dass die Ableitung einer konvergenten Potenzreihe glied-
weise gewonnen werden kann.

LEMMA 24.11. Es ses -
f=2 ana"
n=0

eine in U (0,r) konvergente Potenzreihe. Dann ist die Potenzreihe

o0

Ap—1
> o
n

n=1

ebenfalls in U (0, 1) konvergent und stellt dort eine Stammfunktion fir f dar.

Beweis. Sei x € U (0,r). Nach Voraussetzung und nach Lemma 16.7 ist dann

auch die Reihe
oo
E :‘an$n‘
n=0

konvergent. Fiir jedes n > |z| gelten die Abschitzungen
ap-1 ,
x
n
Daher gilt fiir ein k > |z| die Abschétzung
Ap—1 n =
x

oo
Z - < Z ‘an_lx”_l‘.

n==k n==k

< Japa| .

T _
—‘ < |anp_12"
n

Die rechte Reihe konvergiert nach Voraussetzung und ist daher eine konver-

gente Majorante fiir die linke Reihe. Daher konvergiert auch »_ 2, ‘a’;l:p”‘

und nach Satz 9.9 auch )~ °, “=1z". Die Stammfunktionseigenschaft folgt

aus Satz 20.9. O




Abbildungsverzeichnis

Quelle = MittelwertsatzDerIntegralrechnung-f grad5.png , Autor = Der
Mathekernel, Lizenz = CC-by-sa 3.0

Quelle = HauptsatzDerInfinitesimalrechnung-f grad5.gif , Autor =
DerMathekernel, Lizenz = CC-by-sa 3.0

Quelle = GodfreyKneller-IsaacNewton-1689.jpg , Autor = Godfrey
Kneller, Lizenz = PD

Quelle = Gottfried Wilhelm Leibniz ¢1700.jpg , Autor = Johann Friedrich
Wentzel d. A. (= Benutzer AndreasPraefcke auf Commons), Lizenz
=PD



