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Analysis 1

Vorlesung 15

Cauchy-Produkt von Reihen

DEFINITION 15.1. Zu zwei Reihen } % a; und > b; komplexer Zahlen

heifit die Reihe
00 k
Z Cr mit Cr = Z aibk,i
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das Cauchy-Produkt der beiden Reihen.

LEMMA 15.2. Es seien
Z ar und Z by,
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zwei absolut konvergente Reihen komplexer Zahlen. Dann ist auch das Cau-
chy-Produkt "}~ ¢ absolut konvergent und fir die Summe gilt
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zeigen, dass z, gegen den Limes der Folge (z,y,) konvergiert. Es ist
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Da die beiden Reihen absolut konvergieren, und »_, »_,,, [a:| und > »_.,
|b;| Nullfolgen sind (siehe Aufgabe 9.15), ist die rechte Seite insgesamt eine
Nullfolge. Daher konvergiert die Folge (2,),,cy gegen das Produkt der Grenz-
werte. Die absolute Konvergenz folgt aus dem bisher Bewiesenen mit dem
Majorantenkriterium aus der Abschitzung |cx| < S5 |ai| |br_il. O

Potenzreihen

DEFINITION 15.3. Es sei (¢, )qen eine Folge von komplexen Zahlen und z eine
weitere komplexe Zahl. Dann heifit die Reihe
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die Potenzreihe in z zu den Koeffizienten (¢, )nen.

Durch Wahl geeigneter Koeffizienten kann man jede Reihe als Potenzreihe
zu einer fixierten Zahl z € C, | ansehen. Bei Potenzreihen ist es aber wichtig,
dass man z variieren liasst und dann die Potenzreihe im Konvergenzbereich
eine Funktion in z darstellt.

Genauer spricht man von einer Potenzreihe mit Entwicklungspunkt 0. Eine
Potenzreihe mit Entwicklungspunkt a € C ist ein Ausdruck der Form

Z cn(z —a)".

Eine wichtige Potenzreihe haben wir schon in der neunten Vorlesung kennen-
gelernt, ndmlich die geometrische Reihe Y 2 2", die fiir |z| < 1 konvergiert
und dort die Funktion 1/(1 — z) darstellt. Eine weitere besonders wichtige
Potenzreihe ist die Exponentialreihe, die fiir jede komplexe Zahl konvergiert
und zur komplexen Exponentialfunktion fiihrt.

Die Exponentialreihe und die komplexe Exponentialfunktion

DEFINITION 15.4. Fiir jedes z € C heifit die Reihe
nl
“— nl

die Fxponentialreihe in z.



Dies ist also die Reihe
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SATZ 15.5. Fliir jedes z € C ist die Exponentialreihe
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absolut konvergent.

Beweis. Fiir z = 0 ist die Aussage richtig. Andernfalls betrachten wir den

Quotienten
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Z'n
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Dies ist fiir n > 2|z| kleiner als 1/2. Aus dem Quotientenkriterium folgt
daher die Konvergenz. O

Aufgrund dieser Eigenschaft kénnen wir die komplexe Exponentialfunktion
definieren.
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Der Graph der reellen Exponentialfunktion

DEFINITION 15.6. Die Abbildung
C—)C,zr—>expz:zz

n=0

ZTL

m )
heifit (komplexe) Ezxponentialfunktion.

Wir werden spéter sehen, dass diese Funktion fiir reelle Argumente die Ex-
ponentialfunktion zur Basis
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ist, und dass exp 1 mit der frither eingefiihrten eulerschen Zahl e {iberein-
stimmt (Korollar 16.11 und Korollar 20.14).

Die folgende Aussage nennt man die Funktionalgleichung fiir die Exponenti-
alfunktion.

SATZ 15.7. Fiir komplexe Zahlen z,w € C gilt

exp (z + w) = exp z - exp w.

Beweis. Das Cauchy-Produkt der beiden Exponentialreihen ist
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>
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mit ¢, =Y ., ‘j—,% Diese Reihe ist nach Lemma 15.2 absolut konvergent

und der Grenzwert ist das Produkt der beiden Grenzwerte. Andererseits ist
der n-te Summand der Exponentialreihe von z + w nach der allgemeinen
binomischen Formel gleich

(Z+w)n _ 1 - n i, n—i __

so dass die beiden Seiten iibereinstimmen. |
KOROLLAR 15.8. Die Ezponentialfunktion

C—C, z+——exp z,
besitzt folgende Figenschaften.

(1) Esistexp 0 = 1.

(2) Fiir jedes z € C ist exp (—z) = (exp z)~!. Insbesondere ist exp z #
0.

(3) Fiir ganze Zahlen n € Z ist exp n = (exp 1)".

(4) Fir reelles z ist exp z € Ry,

(5) Fir reelle Zahlen z > 0 ist exp z > 1 und fir z < 0 ist exp z < 1.

(6) Die reelle Exponentialfunktion® ist streng wachsend.

Beweis. (1) folgt direkt aus der Definition. (2) folgt aus
exp z-exp(—z) = exp(z—z2) =exp0 =1

aufgrund von Satz 15.7. (3) folgt aus Satz 15.7 und (2). (4). Der Wert der
Exponentialreihe fiir eine reelle Zahl ist wieder reell, da die reellen Zahlen in

1Unter der reellen Exponentialfunktion verstehen wir hier die Einschriankung der kom-
plexen Exponentialfunktion auf die reellen Zahlen. Wir werden bald sehen, dass sie mit
der Exponentialfunktion zur Basis e iibereinstimmt.



C abgeschlossen? sind. Die Nichtnegativitit ergibt sich aus
B <z+z>_ z z_( z>2>0
expz =exp|ot+o) =expo-expy = (expg) 20

(5). Fiir reelles z ist exp z - exp (—x) = 1, so dass nach (4) ein Faktor > 1
sein muss und der andere Faktor < 1. Fiir z > 0 ist

exp r = Z > Z m(—x) = exp (—z),
n=0 n=0

da ja fiir gerades n die Summationsglieder iibereinstimmen und fiir ungerades
n die linke Seite grofler als die rechte ist. Also ist exp x > 1. (6). Fiir reelle
x>y ist x —y > 0 und daher nach (5) exp (z —y) > 1, also

expx = exp(r—y+y) =exp(r—y)expy > exp y.

Die trigonometrischen Reihen

DEFINITION 15.9. Fiir 2z € C heifit
e (_1)n22n

(2n)!

n=0

die Kosinusreihe und
o0 (_ 1)nz2n+1

nz_% (2n+1)!

die Sinusreihe zu z.

Durch Vergleich mit der Exponentialreihe ergibt sich sofort, dass diese beiden
Reihen fiir jedes z absolut konvergieren. Die zugehorigen Funktionen

- o (_1)n22n . - o (_1)n22n+1
COS 2 —ZW und sin z _ZW
n=0 n=0

heilen Kosinus und Sinus. Beide Funktionen stehen unmittelbar in Zusam-
menhang mit der Exponentialfunktion, wobei man allerdings die komplexen
Zahlen braucht, um diesen Zusammenhang zu erkennen.

SATZ 15.10. Die Funktionen
C—C, z+— cos z,

und
C—C, z+ sin z,

besitzen fiir z,w € C folgende Eigenschaften.
2Eine Teilmenge T C C heiBt abgeschlossen, wenn jede Folge in T', die in C konvergiert,

schon in T konvergiert. Eine reelle Folge, die aufgefasst als komplexe Folge konvergiert,
konvergiert offenbar in R.



(1) Fir z =x + 1y ist
exp z = (exp x)(cos y +isiny).
(2) Esist cos 0 =1 und sin 0 = 0.

(3) Es ist® cos (—z) = cos z und sin (—z) = — sin 2.
(4) Es ist
cos 5 = &P (iz) + exp (—iz)
2
und ‘ ‘
s 5 = P (iz) —exp (—iz) '

27
(5) Es gelten die Additionstheoreme

cos (z +w) = cos z cos w — sin z sin w .
und
sin (z +w) = sin z cos w + cos z sin w .
(6) Es gilt
(cos z)* + (sin z)? =1.
Beweis. (1). Aufgrund von Satz 15.7 gilt
exp (¢ +iy) = exp x - exp (iy),

so dass wir nur noch den hinteren Faktor betrachten miissen. Nach Aufgabe
15.8* und Lemma 9.4 (1) gilt

— (iy)" — [ (iy)* | (iy)**™
;T - ;((%)' +(2k:+ )')

_ Zz2k,’y +Z okl Y y*
2k+1
Y2
N g_ (2k)!

2]<; +1)!
—1)kq 2k OO —1)kq2k+1
=2 ( (z)k)g{ o ((2134%/1)|
k=0 ' k=0 '
= cosy +17 siny.
(2) und (3) folgen direkt aus der Definition der Reihen. (4) folgt aus (1) und
(3). (5). Es ist
exp (i(z +w)) + exp (—i(z + w))
2

cos (z4+w) =

3Die Kosinusfunktion ist also eine gerade Funktion und die Sinusfunktion ist eine
ungerade Funktion.

“Dies ist ein Spezialfall der Aussage, dass man absolut konvergente Reihen beliebig
sortieren darf, was wir in Vorlesung 17 ausfiihrlich begriinden werden.



exp (iz) exp (1w) + exp (—iz) exp (—iw)
2

1
5((COSZ +isin z)(cos w + i sin w)
+(cos z —isin z)(cos w — i sin w))
= §(cos Z Ccos w

+i(cos z sin w + sin z cos w) — sin 2z sin w
+ cos 2z cos w
—i(cos z sin w + sin z cos w)
— sin z sin w)
= C€O0sz cosw — sin z sin w.

Das Additionstheorem fiir den Sinus folgt #hnlich. (6). Aus dem Additions-
theorem fiir den Kosinus angewendet auf w = —z und aufgrund von (2)
ergibt sich

1 = cosO
= cos (z —2)
= cos z cos (—z) — sin z sin (—2)
= COS z COs z + sln 2 sin z.

g

Fiir reelle 2z sind sin z und cos z wieder reell, wie unmittelbar aus der Po-
tenzreihendarstellung folgt. Die letzte Aussage im vorstehenden Satz besagt,
dass fiir reelles z das Paar (cos z, sin 2z ) ein Punkt auf dem FEinheitskreis
{(x,y)| 2* + y* = 1} ist. Wir werden spéter sehen, dass sich jeder Punkt des
Einheitskreises als (cos z, sin z ) schreiben ldsst, wobei man z als Winkel
(im Bogenmaf) interpretieren kann. Dabei tritt die Periode 27 auf, wobei
wir die Kreiszahl 7w eben iiber die trigonometrischen Funktionen einfiihren
werden.
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