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Analysis 111

Vorlesung 87

Mannigfaltigkeiten mit Rand

Fine zweidimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand. Der Rand besteht aus den
vier geschlossenen Bogen.

DEFINITION 87.1. Seien n € N und k € N,. Ein topologischer Hausdorff-
Raum M zusammen mit einer offenen Uberdeckung M = (J,.; U; und Karten

Q5 Uz —>‘/i,

wobei die V; C H C R" offene Mengen im euklidisqhen Halbraum H der
Dimension n sind, und mit der Eigenschaft, dass die Ubergangsabbildungen

OdjOOéi_ll V,ﬂaz(UZﬂUJ) HV}QO@(UZHUJ)

C*-Diffeomorphismen sind, heit C*-Mannigfaltigkeit mit Rand oder diffe-
renzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand (vom Grad k), oder berandete Mannig-
faltigkeit. Die Menge der Karten (U;, ), i € I, nennt man auch den C*-Atlas
der berandeten Mannigfaltigkeit.

Da auch offene Mengen im Halbraum H zugelassen sind, die den Rand 0H =
0 x R*" !gar nicht treffen, umfasst dieser Begriff den der differenzierbaren
Mannigfaltigkeit. Bei einer Mannigfaltigkeit mit Rand kann der Rand (den
wir gleich in naheliegender Weise definieren) eben auch leer sein. Dies ist
genau bei den ,,gewhnlichen® differenzierbaren Mannigfaltigkeiten der Fall.

DEFINITION 87.2. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann ist der Rand
von M, geschrieben OM , definiert als

OM = {x € M|a;(x) € 0OHNV, fiireini € I'}.
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Dabei kann man auf jeder Karte testen, ob ein gegebener Punkt ein Rand-
punkt ist.

LEMMA 87.3. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand OM.
Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Ein Punkt P € M ist genau dann ein Randpunkt, wenn dies fir jede
Karte, deren Kartengebiet den Punkt beinhaltet, gilt.*

(2) Der Rand OM st abgeschlossen.

(3) Das Komplement M \ OM st eine differenzierbare Mannigfaltikeit
(ohne Rand).

Beweis. (1). Es sei P € M und P € U ein Kartengebiet mit zwei Karten
ar: U —V)

und

ag: U — 'V,
mit V; € H; und Vo C Hj offen in euklidischen Halbrdumen H;, Hy = R X
R™~!. Die Kartenwechselabbildung ¢ = oy o aj* ist ein Diffeomorphismus,
und das heit nach Aufgabe 87.10 fiir jeden Punkt () € V;, dass es offene
Umgebungen W; und W5 in R™ gibt mit () € W) und eine diffeomorphe
Ausdehnung

()Z)Z W, — Ws
von ¢ |w,nm,- Daher ist ¢ <H1+ N Wl) offen in Wj.

Sei nun @1 = a4 (P) und Wi, Wy, @ mit den eben erwidhnten Eigenschaften
gewithlt. Wenn @, kein Randpunkt in der ersten Karte ist, so ist Q; € H;" N
Wy eine offene Umgebung und damit ist as(P) € ¢ (Hfr N Wl) eine offene
Umgebung in Wy C R". Ferner ist ¢ (H; NW;) € Hy. D.h. ax(P) € H,
besitzt eine in R™ offene Umgebung innerhalb von Hy und kann daher nach
Aufgabe 87.9 auch in der zweiten Karte kein Randpunkt sein. (2). Sei P ¢
OM und sei P € U ein Kartengebiet mit dem Homéomorphismus

a: U —YV

mit V' C Rsg x R"! = H offen. Da P kein Randpunkt ist, ist die erste
Komponente von «(P) positiv und daher gibt es eine offene Menge a(P) €
V' C Ry x R™! = H,. Daher ist U = a (V') eine offene Umgebung
von P, die (nach Teil 1) den Rand nicht trifft. (3). Fiir jeden Punkt P ¢
OM kann man wie in (2) ein Kartengebiet angeben, das disjunkt zum Rand
ist und dessen Kartenbild eine offene Menge im R™ ist. Daher liegt eine
Mannigfaltigkeit (ohne Rand) vor. O

Auch die Begriffe differenzierbare Abbildung und Tangentialraum iibertragen
sich auf eine Mannigfaltigkeit mit Rand.

1Bei einer topologischen Mannigfaltigkeit mit Rand, wo also die Ubergangsabbildun-
gen lediglich Hom6omorphien sind, gilt diese Aussage mit anderem Beweis ebenfalls.
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LEMMA 87.4. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand der
Dimension n. Dann ist der Rand OM eine differenzierbare Mannigfaltigkeit
(ohne Rand) der Dimension n — 1.

Beweis. Zunéchst ist L = M mit der induzierten Topologie ein Hausdorff-
Raum. Sei P € L und sei

a:U—V
eine Karte mit V' C H offen und a(P) € 0H. Da a eine Homéomorphie ist
und da nach Lemma 87.3 (1) bei jeder Karte Randpunkte zu Randpunkten
korrespondieren, induziert dies eine Hom6omorphie

UNL — VNOH.

Dabei ist U N L eine offene Umgebung von P in L, so dass wir diese Mengen
als Kartengebiete nehmen konnen. Betrachten wir nun einen Kartenwechsel,
wobei wir gleich von einem einzigen Kartengebiet U C M und zwei Karten
ar: U — Viund as: U — Vo mit Vi, Vo C H offen ausgehen kénnen. Es
liegt dann ein C!-Diffeomorphismus

90:@20041’1: Vi— VW,

vor. Dies bedeutet zunéchst, dass eine Homdomorphie 0H NV, — 0H NV,
vorliegt. Die Diffeomorphismuseigenschaft von ¢ bedeutet fiir jeden Punkt

P € UNL, dass es offene Umgebungen oy (P) € W; C R" und a(P) € Wy C
R"™ und eine diffeomorphe Fortsetzung
()52 Wy — Wy

von ¢ von Vi NW; nach Vo, MW, gibt. Diese Fortsetzung induziert dann nach
Aufgabe 87.15 auch eine C'-Diffeomorphie zwischen den Réndern 0H N W,
und 0H N Wy, so dass insgesamt eine Diffeomorphie

Olog: OHNV, — OH N V;
vorliegt. O

Wir wissen bereits, dass die Faser einer differenzierbaren reguldren Abbildung
zwischen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten die Struktur einer abgeschlos-
senen Untermannigfaltigkeit trdgt. Auf einem &hnlichen Argument beruht
der folgende Satz, der die Existenz von sehr vielen berandeten Mannigfaltig-
keiten sichert.

SATZ 87.5. Es sei L eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und es sei
f: L—R
eine stetig differenzierbare Funktion. Fs sei a € R. Jeder Punkt der Faser
F = f~Y(a) diber a sei requlir. Dann sind die Teilmengen
M={zelL|lf(x)<a} und N={z € L|f(x) > a}

differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit Rand, und zwar ist thr Rand jeweils
gleich F.
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Beweis. Zur Notationsvereinfachung sei a = 0, und wir beschréanken uns auf
M. Es ist
M=A{xelL|lf(x)<0}WF,

wobei die linke Menge eine offene Menge von L und damit eine offene Unter-
mannigfaltigkeit ist. Entscheidend ist also zu zeigen, dass es fiir die Punkte
aus der Faser F' Karten und damit eine Mannigfaltigkeitsstruktur gibt. Sei
also P € F. Nach dem Beweis des Satzes iiber implizite Abbildungen gibt es
zu P € F eine offene (Karten)-Umgebung P € U C L und eine Karte

a: U—V,

V. C R", derart, dass f = x; o « ist. Dabei korrespondiert F N U zu
{reV|zy =0} und M NU zu H,o NV, so dass also die Einschriankung
von « auf M eine Karte fiir M in P liefert. Die Kartenwechsel sind dabei
Cl-diffeomorph, da dies fiir die (vollen) Karten auf L gilt. O

BEISPIEL 87.6. Die abgeschlossene Kugel
B(0,r) = {xER"| xi4+ -+ a? gr}
ist eine C'*°-differenzierbare Mannigfaltigkeit mit der Sphdre
S(0,r) = {xER"| x%—l—---—kx%:r}

als Rand. Dies folgt unmittelbar aus Satz 87.5 angewendet auf die differen-
zierbare Funktion

[P R — R, (x1,...,2,) —> (/23 + - + 22,
die in jedem Punkt # 0 regulér ist.

BEIspPIEL 87.7. Ein abgeschlossener Quader
[al,bl] X [ag,bg] X+ X [an,bn] Q R"

ist bei n > 2 keine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand, da er nicht
nur Seiten, sondern auch (je nach Dimension) Ecken und Kanten besitzt. Ein
Rechteck besitzt vier Eckpunkte, denen man nicht die Struktur einer (mit
dem umgebenden Raum vertriglichen) differenzierbaren berandeten Man-
nigfaltigkeit geben kann (da das abgeschlossene Rechteck homéomorph zur
abgeschlossenen Kreisscheibe ist, kann man darauf die Struktur einer diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeit mit Rand erklaren; mit dieser Struktur ist aber
die natiirliche Einbettung des Rechtecks in den R? nicht differenzierbar), ein
dreidimensionaler Quader besitzt zwolf Kanten und acht Ecken, an denen es
keine natiirliche Mannigfaltigkeitsstruktur gibt.

Wenn man allerdings diese Ecken, Kanten etc. entfernt und nur die ,,Seiten
der Kodimension eins“ beibehilt, so bekommt man eine (nicht kompakte)
Mannigfaltigkeit mit Rand. Der Rand ist dabei die disjunkte Vereinigung die-
ser Hyper-Seiten. Dieser Rand ist, wie bei jeder Mannigfaltigkeit mit Rand,
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abgeschlossen innerhalb der Mannigfaltigkeit, allerdings nicht abgeschlossen
im umgebenden euklidischen Raum.

Orientierungen auf Mannigfaltigkeiten mit Rand

Der R"™ sei mit der durch die Standardvektoren ey, ..., e, gegebenen Orien-
tierung versehen, ferner sei der Halbraum

HSO = {SL’ S Rn‘llll < O}

als der ,,innere Halbraum® ausgezeichnet. Dann nennt man die auf der Hy-
perebene (also dem Rand der berandeten Mannigfaltigkeit H<)

E={zeR"|z, =0}

durch die Basis es, ..., e, definierte Orientierung die Orientierung durch die
duffere Normale. Eine beliebige Basis vq,...,v, von FE reprisentiert diese
Orientierung genau dann, wenn fiir einen beliebigen Vektor v € H, (das
bedeutet, nach ,auflen, also raus aus dem Halbraum zu zeigen) die Basis
v, Vg, ..., v, (also v zuerst) von R" die Ausgangsorientierung reprisentiert .2

Dieser Zusammenhang zwischen Orientierungen auf einem reellen Vektor-
raum und Orientierungen auf dem Rand eines Halbraumes iibertréigt sich
auf Mannigfaltigkeiten mit Rand. Wichtig ist dabei, dass der Tangentialraum
TpM in einem Randpunkt P eine kanonische Hyperebene enthélt, ndmlich
den Tangentialraum Tp(0M) des Randes. Die Mannigfaltigkeit definiert da-
bei eine ,innere“ und eine ,duflere Hélfte“ des Tangentialraumes.

SATZ 87.8. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand, die eine
Orientierung trage. Dann tragt auch die Randmannigfaltigkeit eine kanoni-
sche Orientierung, ndamlich diejenige, die auf jeder Karte durch die duflere
Normale festgelegt ist.

Beweis. Fiir jede (orientierte) Karte
a: U—V

zu U C M offen wird die induzierte Karte

UNnoM — VNoH

2Dies ist fiir eine Halbgerade H = R>o C R mit seinem einzigen Randpunkt {0}
folgendermafien zu interpretieren. Die beiden Orientierungen auf {0} sind 4+ und —, und
— repréasentiert die Orientierung durch die duflere Normale, da fiir einen nach auflen wei-
senden Vektor w € R_ der entgegengesetzte Vektor —w die Standardorientierung von R
reprasentiert. Fiir den negativen Halbraum R<( reprisentiert hingegen im Nullpunkt +
die Orientierung durch die dulere Normale.
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mit der Orientierung durch die &uflere Normale auf O0H versehen. Nach Vor-
aussetzung besitzen sédmtliche Kartenwechsel zu M in jedem Punkt eine po-
sitive Fundamentaldeterminante beziiglich den die Orientierungen représen-
tierenden Basen, und wir miissen zeigen, dass dies auch fiir die induzier-
ten Kartenwechsel gilt. Dabei kénnen wir von einem offenen Kartengebiet
P e U C M und zwei Karten

oa: U — V)
und
ay: U — Vs
ausgehen und die Ubergangsabbildung
90:@20af1: Vi— VW,

mit offenen Mengen V; C H; C R"™ und Vo € Hy C R"™ betrachten. Es
sei vq,...,v, eine Basis von 0H; und v; € R" derart, dass v; die duflere
Normale von H; reprasentiert, dass also vy, vs,...,v, die Orientierung des
R™ repriisentiert (es seien xy,...,x, die zugehorigen Koordinaten); ebenso
sollen wq,ws,...,w, € Hy die entsprechenden Eigenschaften erfiillen. Wir
schreiben die Fundamentalmatrix von ¢ beziiglich diesen Basen hin, also die

Matrix mit den Eintrédgen
D
@)
(axj 1<i,j<n

Die Determinante davon ist nach Voraussetzung positiv. Wegen p(0H;) C
OH, gilt fiir einen Punkt @) € 0H; die Beziehung

1 .
0_xj(Q) =0

fiir j = 2,...,n. Nach dem Entwicklungssatz hingt daher das Vorzeichen der

Determinante der Matrix
Op;
<@>) ,
(axj 2<i,j<n

die die Fundamentalmatrix der Ubergangsabbildung der Randkarten
Ui N 8H1 — Uy ﬂ@Hg

(beziiglich den Basen vy, ..., v, und ws,...,w,) im Punkt @ ist, nur von
g—“ﬁ(@) ab. Dabei gilt mit @ = (0, ag, . .., a,) nach Lemma 44.2 die Beziehung

a(101 . ( )

8_:101(@) = limc 0 c .
Da v; die duflere Normale représentiert, ist bei negativem (betragsméBig
hinreichend kleinen) e der Vektor mit den Koordinaten (¢, as,...,a,) €
H,. Daher muss der Bildvektor zu Hy; gehoéren und daher ist wiederum
©1(€,as,...,a,) < 0. Also ist dieser Quotient > 0, was dann auch fiir den
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Limes gilt. Da ein Diffeomorphismus vorliegt, muss der Limes sogar positiv
sein, woraus die Aussage folgt. O
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