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Analysis 111

Vorlesung 83

Wir kommen nun zur Integrationstheorie auf Mannigfaltigkeiten. Ausgangs-
punkt dafiir ist, dass auf einer Mannigfaltigkeit der Dimension n eine n-
Form gegeben ist. Bei einer offenen Teilmenge V' C R™ mit den Koordinaten
x1,...,x, entspricht dabei die Integration beziiglich der Form dx; A ... Adzx,
der Integration beziiglich des Lebesgue-Mafles. Bei einer Mannigfaltigkeit
muss man die Form und das zugehorige Mafl ,zusammenkleben*.

Positive Volumenform auf einer Mannigfaltigkeit

In der folgenden Definition bezeichnen wir zu einer Karte av: U — V und
einer Differentialform w auf U die nach V transportierte Differentialform mit
a,w. Das ist dasselbe wie die zuriickgezogene Form a~*w.

DEFINITION 83.1. Es sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfal-
tigkeit und w eine messbare n-Differentialform auf M. Dann heifit w eine
positive Volumenform, wenn fiir jede Karte (eines gegebenen Atlases)

a: U —V

(mit V' C R™ und Koordinatenfunktionen z1, ..., x,) in der lokalen Darstel-
lung der Differentialform
aw = fdxy N ... Ndzx,

die Funktion f iiberall positiv ist.!

Dabei ist die Funktion f durch
fQ) =w (oz_l(Q),TQ (04_1) (er)N...NTg (a_l) (en))

festgelegt. Eine solche positive Volumenform kann es nur geben, wenn die
Mannigfaltigkeit orientierbar ist (siche Lemma 83.5 weiter unten).

LEMMA 83.2. Es sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit
mat abzdahlbarer Topologie und es sei w eine positive Volumenform auf M. Zu
einer Karte

a: U —V

mit o (w|y) = fdzy A. .. Ndz, und einer messbaren Teilmenge T C U setzen
wir

via,T) = /(T) fdx"

IDie zur Karte U gehérenden Funktionen f, die hier mit der n-Standardform multi-
pliziert werden, entsprechen den am Ende der 81sten Vorlesung erwéhnten Dichten, mit
denen ein Maf} auf der Mannigfaltigkeit beschrieben werden kann.
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Dann gelten folgende Eigenschaften.

(1) Wenn T C Uy, Us zwei Kartenumgebungen sind, so ist v(ay,T) =
v, T).

(2) Zu einer messbaren Teilmenge T C M gibt es eine abzdihlbare dis-
junkte Vereinigung T = \#),c; T; derart, dass jedes T; ganz in einer
Karte U; liegt.

(3) Die Summe ), v(o,T;) ist unabhdingig von der gewdhlten abzdihl-
baren disjunkten Zerlequng in (2).

Beweis. (1). Wegen T' C Uy N Uy kénnen wir U = Uy = U, annehmen (aber
mit unterschiedlichen Kartenabbildungen oy und ap nach V; bzw. V3). Es sei

wzagoaflz Vi— VW

der diffeomorphe Kartenwechsel. Dann gelten nach Satz 74.3 und nach Ko-
rollar 82.9, und da wegen der Positivitat von f; = (fy0)det (D) und von
f2 auch die Determinante positiv ist, die Gleichheiten

V(QQ,T) = /(T) fgd)\n
= [ (ewldet (Dv)ax"
a1 (T)
= [ (fzow)-det (D0 a
a1 (T)

a1 (T)
= v(m,T).

(2). Es sei U,, n € N, eine abzéhlbarer Atlas. Dann kann man die Mengen
T, =T N (Un\ Uppeyp Un) nehmen. (3). Es seien T' = W), T; = ), ; Sj zwei
abzahlbare disjunkte messbare Zerlegungen, deren Glieder jeweils in Kar-
ten enthalten seien. Die Karten seien einerseits (U;, ;) mit den die Form
beschreibenden Funktionen f; und andererseits (V}, 5;) mit den die Form
beschreibenden Funktionen g;. Wir betrachten die ebenfalls abzéhlbare Zer-
legung, die durch die Mengen T;NS;, (i, 7) € I x J, gegeben ist. Nach Lemma
70.1 (angewendet auf die einzelnen Kartenbilder) gilt dann unter Verwendung

von Teil (1)
Z (/ai(Ti) J d/\n> - Z Z /O‘i(TimSj) h d)\n)

el i€l jeJ

= A"
Z Z/ﬁ'(TmSj)g] )

iel \jeJ v Pi

= A"
Z ; /ﬁj (TinS;) % )

jeJ




= (/ﬁ.(sj)gj cw> .

jET j
|

DEFINITION 83.3. Es sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannig-
faltigkeit mit einer abzahlbaren Topologie und es sei w eine positive Volu-
menform auf M. Dann heifit die fiir jede Borelmenge T" C M durch eine
abzihlbare Zerlegung T = |#,.; T; (wobei T; C U; ein offenes Kartengebiet
und aw = fidry A ... Adx, ist) definierte Zahl

w = fid\"

(aus Rsg) das Maf von T zu w oder das Integral von w iiber T.

Nach dem vorstehenden Lemma ist dieses Volumenmaf} wohldefiniert. Nach
Aufgabe 83.2 handelt es sich um ein o-endliches Maf. Fiir eine offene Menge
M C R", eine messbare Teilmenge 17" C M und eine positive n-Form w =

fdxy A ... Adz, ist einfach
/ w = / fd\".
T T

LEMMA 83.4. Es sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit
mit einer abzdhlbaren Topologie und es seien wy und wy positive Volumenfor-
men auf M. Dann gilt fir jede messbare Teilmenge T C M und a,b € R

die Beziehung
/(aw1+bw2) = a/wl—l—b/wQ.
T T T

Beweis. Siehe Aufgabe 83.5. O

Volumenformen und Orientierung

Die Existenz einer stetigen nullstellenfreien Volumenform auf einer Mannig-
faltigkeit héangt eng mit ihrer Orientierbarkeit zusammen. Von der folgenden
Aussage werden wir in Satz 88.10 auch die Umkehrung beweisen.

LEMMA 83.5. Es sei M eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltig-
keit und w eine stetige nullstellenfreie Volumenform auf M. Dann gibt es
einen (diffeomorph-dquivalenten) orientierten Atlas fiir M derart, dass w ei-
ne positive Volumenform beziiglich dieses Atlases wird. Insbesondere ist M
orientierbar.



4

Beweis. Zu P € M betrachtet man Kartengebiete P € U mit der Eigen-
schaft, dass U hom6omorph zu einem offenen Ball V' C R™ ist. Es ist

/m\TU%KTV%Vx;n\]Rm%VXR

mittels A\ T'(«). Dabei ist die hintere Isomorphie durch die Standardbasis
mit den Koordinaten xq,...,x,, gegeben. Es sei a,w = fdxri A ... ANdx,,
die zugehorige 1-Differentialform auf V. Diese Form ist nullstellenfrei, und
da V' zusammenhéngend ist, ist f nach dem Zwischenwertsatz positiv oder
negativ. Im negativen Fall ersetzen wir die Karte, indem wir ein Basiselement
durch sein Negatives ersetzen. Dadurch gewinnen wir fiir jeden Punkt eine
Kartenumgebung, auf der die Form positiv ist. Zu zwei Karten a: U — V
und B: U — V' mit der Ubergangsabbildung ) = 5o a~! und den lokalen
Beschreibungen a,w = fdxi A...Adx,, und S.w = gdy; A. .. ANdy,, gilt dann
wegen ¢*(f.w) = a,w nach Korollar 82.9 die Beziechung f = g o det (Dv).
Da f und g positiv sind, muss auch die Determinante positiv sein, so dass die
Ubergangsabbildung orientierungstreu und die Mannigfaltigkeit somit orien-
tiert ist. U

Volumenform auf Fasern

KOROLLAR 83.6. Es sei G C R" offen und sei
¢: G— R

(mit m = n — ¢ > 0) eine stetig differenzierbare Abbildung, die in jedem
Punkt der Faser M iiber 0 € RY requlir sei. Dann ist die Abbildung

NTrM — R;
V1 Ao Ay, — det (Grad ¢ (P), ..., Grad ¢i(P),v1,...,0m),

i jedem Punkt P € M eine Isomorphie, wodurch eine stetige nullstellenfreie
Volumenform auf M gegeben ist.

Beweis. Bei dieser Abbildung werden die Vektoren v; € TpM C TpR™ = R"
und die Gradienten als Vektoren in R™ aufgefasst. Nach Aufgabe 80.13 und
nach Korollar 79.7 ist die Abbildung wohldefiniert und linear. Der Ausgangs-
raum der Abbildung ist wie der Zielraum eindimensional. Es sei vy, ..., v,
eine Basis von TpM = kern(Dyp), = (Grad ¢1(P),...,Grad ¢,(P))*.
Da die Abbildung regulér ist, sind die Gradienten untereinander linear un-
abhéngig, und wegen der Orthogonalitétsbeziehung erst recht linear unab-
héngig zu den v;. Daher liegt insgesamt eine Basis des R™ vor, so dass nach
Satz 16.11 (Lineare Algebra (Osnabriick 2015-2016)) die Determinante # 0
ist. Die Abhéngigkeit dieser Volumenform vom Basispunkt P ist stetig, wie
aus der Stetigkeit der Gradienten, der Stetigkeit der Determinante und dem
Satz iiber implizite Abbildungen folgt. g
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Der vorstehende Satz liefert zwar in dieser wichtigen Situation die Existenz
eines positiven Mafles, aber noch nicht die kanonische Volumenform, die wir
in der nichsten Vorlesung iiber die riemannsche Metrik einfithren werden.
Fiir den Zusammenhang zwischen den beiden Konzepten siche Aufgabe 84.9
und Aufgabe 84.10.

BEMERKUNG 83.7. In der Situation von Korollar 83.6 erhélt man nicht nur
eine nullstellenfreie Volumenform, sondern auch eine Orientierung auf je-
dem Tangentialraum und iiberhaupt eine orientierte Mannigfaltigkeit. Man
definiert die Orientierung auf TpM dadurch, dass man festlegt, dass eine
Basis vy,...,v,, die Orientierung représentiert, wenn die erweiterte Basis
Grad ¢1(P),...,Grad ¢y(P),v1,..., v, die Standardorientierung des R™ re-
préasentiert. Diese Festlegung héngt von ¢ ab. Wenn man beispielsweise ¢
durch —¢ ersetzt, so &ndert sich bei ungeradem ¢ die Orientierung.

BEISPIEL 83.8. Wir betrachten die 2-Sphire S? als Faser iiber 0 zur diffe-
renzierbaren Abbildung

0: R®* — R, (z,y,2) —> 2 + > + 22 - L.

Wir konnen darauf Korollar 83.6 anwenden und erhalten durch

2
/\TPS2 — R, v1 A vg — det (Grad ¢(P), vy, v2),

(wobei die Tangentenvektoren v; und v, wegen TpS? C TpR? = R? direkt
im R3 aufgefasst werden konnen), eine stetige nullstellenfreie Volumenform
w. Dies fithrt zu einer positiven Volumenform und zu einer Orientierung auf
S?. Zwei linear unabhiingige Tangentialvektoren v; und v, reprisentieren
die Orientierung, wenn w(vy,vy) > 0 ist, und dies ist genau dann der Fall,
wenn die drei Vektoren Grad ¢(P), v1, ve die Standardorientierung des R3
reprasentieren.

BEISPIEL 83.9. Es sei V' C R" eine offene Teilmenge,
h: V—R

eine stetig differenzierbare Funktion und M C R" xR = R"*! der zugehdori-
ge Graph, den wir als n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit auf-
fassen, die zu V' tber (zy,...,2,) — (21,..., 25, h(21,...,x,)) diffeomorph
ist. Diese Mannigfaltigkeit ist zugleich die Faser iiber 0 unter der Abbildung

o: R R, (21,...,20,y) — h(xy, ..., 2,) — 9.

Der Gradient dieser Abbildung ist

(S—Z(P), %(P), —1>
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Nach Korollar 83.6 liefert daher die Zuordnung

g_:Z(P) V11 e Uni
(v1,...,0,) — det : : :
o %(P) Vin  ---  Upn
-1 Uin+1 -+ Unn4l

eine stetige nullstellenfreie n-Form w auf M. Wenn man diese Form iiber
die oben beschriebene (einzige) Karte nach V' zuriickzieht, so ist a,.w =
fdxiA...Ndx,, wobei sich f(Q ) als Wert der Form w im Punkt a l(Q)e M

bezughch den Vektoren Tg(a™1)(e1),...,To(a")(e,) ergibt. Wegen
To(a™)(e:) = (e gh @)
ist dies
Q) 1 0 0
525 (@) 1 0
f(Q)=det : : : . :
2@ 0 0o ... 1

-1 55@Q) 55@) .. 75(Q)

— ((%(Q))Z+~~+ (§£<Q>)2+1>,

wobei das Vorzeichen von n abhéngt.

Integration langs einer differenzierbaren Abbildung

Auf einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M sind nur n-Formen iiber M
sinnvoll integrierbar. Man mochte aber auch k-Formen (1 < k < n) iiber
gewisse k-dimensionale Unterobjekte integrieren kénnen. Das passende Kon-
zept ist dabei die Integration léings einer differenzierbaren Abbildung

p: L—M

einer k-dimensionalen Mannigfaltigkeit L. Dabei integriert man iiber L ein-
fach die mit ¢ zuriickgezogene Differentialform ¢*w zu einer Form w €
EF(M). Auf L passen dabei die Dimension und der Grad der Form zusammen.
Ein wichtiger Spezialfall ist dabei der von 1-Formen und differenzierbaren
Kurven

v: I — M,

die dabei entstehenden Integrale nennt man Wegintegrale.

DEFINITION 83.10. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und w €
EY(M) eine 1-Differentialform. Es sei

v [a,b) — M



eine stetig differenzierbare Kurve. Dann heifit

Je- [e=] o ()5 (0) d

das Wegintegral von w langs ~.

Dabei ist o/ (t) = (Tyy)(1) € Ty M.

BEMERKUNG 83.11. Im physikalischen Kontext beschreibt eine 1-Differen-
tialform (bzw. ihre duale Version, ein Vektorfeld) eine Kraft; das Wegintegral
ist dann der Arbeitsaufwand oder die Energie, die gebraucht oder freigesetzt
wird, wenn sich ein Teilchen auf dem Weg bewegt.

Héufig werden wir Differentialformen auf einer abgeschlossenen Unterman-
nigfaltigkeit M C G, G offen in R", betrachten, die sogar auf GG definiert sind
und daher die Gestalt w = > | g;dx; besitzen, wobei die ; die Koordinaten
des R" und die g; auf G definierte Funktionen sind. Fiir einen Weg in M ist
es nach Aufgabe 83.9 gleichgiiltig, ob man das Wegintegral mit Bezug auf G
und w oder mit Bezug auf M und die eingeschrinkte Differentialform w|,,
betrachtet.

BEMERKUNG 83.12. Ein Wegintegral wird folgendermaflen berechnet. Sei w
eine 1-Form auf G C R" offen, die durch

w = g1dxy + -+ + gpdx,

beschrieben werde, wobei die g;: G — R messbare Funktionen sind. Es sei
eine stetig differenzierbare Kurve v: [a,b] — G gegeben mit den (stetig dif-
ferenzierbaren) Komponentenfunktionen ;. Die Ableitung in einem Punkt
t € [a,b] wird dann nach Lemma 37.4 durch den Vektor (v(t), ,...,, 7.())
beschrieben. Die zuriickgenommene Differentialform v*w hat dann im Punkt
t in Richtung 1 den Wert

(1)
w7 (@) = (g(y(t)dzy + -+ ga(y(t))dzy) |
Yo (t)

= gy ) + -+ ga(y(#) 1, (1)

Im mittleren Ausdruck wird eine Linearform auf einen Vektor angewendet. In
gj(x1, ..., x,) wird also z; durch ~;(¢) und dz; durch ~/(t)dt ersetzt. Das Ge-
samtergebnis ist eine messbare 1-Form auf [a, b] bzw. eine messbare Funktion
von [a, b] nach R, die man integrieren kann.

BEISPIEL 83.13. Wir betrachten die Differentialform
w = (zy+ 2°) dz + zdy + 2°dz
auf dem R? und den affin-linearen Weg

v: [0,1] — R?, ¢ — (1,2,0) +£(3,0,2) = (1 + 3t,2,2t).



8

Die unter v zuriickgenommene Differentialform vy*w ist

3
(((1+3t)2 4 (26)%) dz + 2tdy + (1 + 3t)3dz) | 0
2

=(3((1 4 3t)2 + (2t)?) +2(1 + 3t)3) dt
=(12t? + 18t + 6 + 541> + 54> + 18t + 2) dt
=(54t> 4 66t* + 36t + 8) dt.

Fiir das Integral {iber dem Einheitsintervall ergibt sich

! 27
/ 54t° + 66t + 36t + 8dt = (?t‘l +22t° + 18t% + 8t> b = —.
0



