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Analysis 111

Vorlesung 82

Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten

Zu einer Mannigfaltigkeit M kann man zum Tangentialbiindel TM (bzw. zum

Kotangentialbiindel 7*M) das k-te Dachprodukt A" TM (bzw. A" T*M)
bilden. Es ist punktweise fiir P € M durch

k k
( A TM) = N\TrM
P
definiert und es gibt wieder eine Projektionsabbildung

k
/\TM—>M.

Zu einer Karte
a: U—V,
V C R", und der zugehorigen Identifizierung
Ta: TU — TV =V x R"

ergibt sich die Identifizierung

NTa): NTU — NTV =V x AR".

Mit Hilfe dieser Abbildungen kann man auf /\k T M eine Topologie und auch
eine Mannigfaltigkeitsstruktur definieren.

DEFINITION 82.1. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Fine k-
Differentialform (oder k-Form oder Form vom Grad k) ist ein Schnitt im
k-fachen Dachprodukt des Kotangentialbiindels, also eine Abbildung

k
w: M — /\T*M, P+— w(P),

mit w(P) € A\*TpM.

Wir bezeichnen die Menge der k-Formen auf M mit

EF(M).
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BEMERKUNG 82.2. Eine k-Form ordnet also jedem Punkt P der Mannigfal-
tigkeit ein Element aus /\k TEM zu. Dies ist nach Korollar 80.2 und Satz
80.5 das gleiche wie eine alternierende multilineare Abbildung

TpM x -+ x TpM — R.

Diese zugehorige Abbildung bezeichnen wir ebenfalls mit w(P); fiir k£ Tan-
gentialvektoren vy, ..., vy € TpM ist also

w(P)(v1,...,v)

eine reelle Zahl. Dabei treten zwei grundverschiedene Argumente auf, einer-
seits der Punkt der Mannigfaltigkeit und andererseits Elemente aus dem Tan-
gentialraum an diesem Punkt. Die Abhéngigkeit von den Tangentialvektoren
ist verhéltnisméfig einfach, da es sich ja um eine alternierende multilinea-
re Abbildung handelt, dagegen ist die Abhéngigkeit von der Mannigfaltig-
keit beliebig kompliziert. Da die Dachprodukte des Kotangentialbiindels nach
Aufgabe 82.2 selbst Mannigfaltigkeiten sind, kann man sofort von stetigen
oder (wenn M eine C?-Mannigfaltigkeit ist) differenzierbaren Differentialfor-
men sprechen.

Fiir £ = 0 kommt der Kotangentialraum nur formal vor, eine 0-Form ist
nichts anderes als eine Funktion f: M — R. Eine 1-Form (man spricht auch
von einer Pfaffschen Form) ordnet jedem Punkt und jedem Tangentialvektor
an P eine reelle Zahl zu. Fiir k > n = dim M ist das k-fache Dachprodukt
der Nullraum und daher gibt es gar keine nichttrivialen Formen von diesem
Grad. Besonders wichtig ist der Fall &k = n = dim M. Dann besitzt das
n-te Dachprodukt den Rang 1 (d. h. die Dimension ist in jedem Punkt 1)
und ein Schnitt darin wird lokal durch eine einzige Funktion beschrieben.
Eine empfehlenswerte Vorstellung ist dabei, dass zu n Tangentialvektoren
die Zahl w(P)(vy,...,v,) das (,orientierte) Volumen des durch die Vekto-
ren im Tangentialraum aufgespannten Paralleltops angibt. Diese Vorstellung
ist auch bei kleineren k hilfreich, mit den w(P)(vy,...,v;) kann man das
k-dimensionale Volumen des durch k& Tangentialvektoren erzeugten Paral-
lelotops berechnen. Diese Vorstellung wird prézisiert, wenn man iiber eine
k-dimensionale abgeschlossene Untermannigfaltigkeit integriert.

LEMMA 82.3. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und zu k € N
sei EK(M) die Menge der k-Formen auf M. Dann gelten folgende Eigenschaf-
ten.

(1) Die E¥(M) bilden mit den natiirlichen Operationen versehen reelle
Vektorrdume.
(2) Zu einer Differentialform w € E¥(M) und einer Funktion

f: M —R
ist auch fw € E¥(M), wobei fw durch
(fw)(P) := f(P)w(P)



definiert ist.
(3) Jede C*'-differenzierbare Funktion

f: M —R
definiert iber die Tangentialabbildung T f eine 1-Differentialform
df: M — T*M, P+— Tpf,

wobei der Tangentialraum von R in f(P) mit R identifiziert wird.
Dies ergibt eine Abbildung

d: C'(M,R) — EY(M), f+— df.
(4) Wenn M C R™ eine offene Teilmenge ist, so ist bei der Identifizie-
rung TM = M x R™ die Abbildung aus (3) gleich
M — M x (R™)*, P— (P, (Df)p(=)).
(5) Die Abbildung d aus (3) ist R-linear.

Beweis. (1) und (2) folgen unmittelbar aus einer punktweisen Betrachtung.
(3). Fiir jeden Punkt P € M ist

Tpf: TpM — Tf(p)R =R

eine nach Lemma 77.10 (3) lineare Abbildung und somit ein Element in
THM, das wir mit (df)p bezeichnen. Die Zuordnung P +— (df)p ist daher
cine Differentialform. (4) folgt aus Lemma 77.10 (1). (5). Die Abbildung in
(3) ist fiir jeden Punkt P € M auf jeder offenen Umgebung festgelegt. Wir
konnen daher annehmen, dass M C R™ eine offene Menge ist, so dass die
Aussage aus (4) und Proposition 45.3 folgt. O

Zu einer offenen Menge V' C R™ hat man die Koordinatenfunktionen
zj: V—R

zur Verfiigung, die sich bei einer gegebenen Karte auf eine offene Teilmenge
einer Mannigfaltigkeit iibertragen. In jedem Punkt ) € V bilden die dz;,
7 =1,...,n, eine Basis des Kotangentialraumes an (). Dies ist einfach die
Dualbasis der Standardbasis im umgebenden Raum R", den man auf ganz
V' als Tangentialraum nimmt. Zu einer k-elementigen Teilmenge

J={j1, -, Jx} €{1,...,n}
setzt man
dry =dx; N ... Ndxj,,
dies ist eine besonders einfache k-Form auf V. Fiir jeden Punkt Q) € V ist

dr;(Q) = (dzj, N.. . ANdz;,)(Q) = dzj, (Q) A ... Ndx;, (Q) = e N Aes

Die Wirkungsweise von dieser Form auf vy A ... Ay € /\k TyV ist gegeben
durch

(e;k»1 A A e;k) (v Ao Avg) = det (e;‘fi(vg))w = det ((ve);,),, -
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GeméB Satz 80.3 bilden die Auswertungen der Differentialformen (mit j; <
< jk)
dry = dxj N... Ndzj,

fiir jeden Punkt () eine Basis von /\k T5V, und daher lésst sich jede auf V
definierte k-Differentialform w € £*(V) eindeutig als

w= ) fodzs

J,#(J))=
schreiben mit eindeutig bestimmten Funktionen

fJi V — R

LEMMA 82.4. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und U C M
eine offene Teilmenge mit einer Karte

a: U —V
und V C R™ offen. Es seien
zj: U—R

die zugehorigen Koordinatenfunktionen, 1 < j < n. Dann lisst sich jede auf
U definierte k-Differentialform w € E¥(U) eindeutig schreiben als

Z frdz;

J,#(J)=k

mit eindeutig bestimmten Funktionen

fJZ U—R.

Beweis. Dies folgt aus Satz 80.3. O

KOROLLAR 82.5. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und U C M
eine offene Teilmenge mit einer Karte

a:U—V

und V C R™ offen. Es seien
zj: U—R

die zugehorigen Koordinatenfunktionen, 1 < j <n. Es sei
f:U—R

eine differenzierbare Funktion. Dann gilt fir die zugehorige 1-Differential-
form df die Darstellung'

IDie Ableitungen % wurden in der Vorlesung 76 eingefiihrt.
J
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Beweis. Wir kénnen sofort annehmen, dass sich alles auf der offenen Menge
V' C R” abspielt. Fiir jeden Punkt @ € V gilt die folgende Gleichheit von
Linearformen auf dem R",

(df)e = (Daf) )
/ /
- (aa_ ’a_%f))
_of f
= a—(Q)dxl—l— +8x (Q)dzx,

Das Zuriickziehen von Differentialformen

DEFINITION 82.6. Es seien L und M differenzierbare Mannigfaltigkeiten und
es sei

p: L—M
eine differenzierbare Abbildung. Es sei w eine k-Differentialform auf M. Dann
nennt man die k-Form auf L, die der durch

(Pv U1y 7vk‘) — w(@(P)7TP(¢)(U1)’ s 7TP(90>(U/€))

gegebenen alternierenden Abbildung entspricht, die mit ¢ zurickgezogene

k-Form. Sie wird mit

oW
bezeichnet.

LEMMA 82.7. Es seien L und M differenzierbare Mannigfaltigkeiten und
p: L—M

eine differenzierbare Abbildung. Dann erfillt das Zuriickziehen von Differen-
tialformen folgende Figenschaften.

(1) Fiir eine Funktion f € Abb(M,R) = EY(M) ist o*(f) = fop.
(2) Die Abbildungen
" EF(M) — EF(L), w — p*w,
sind R-linear.
(3) Wenn L C M eine offene Untermannigfaltigkeit ist, so ist das Zu-
riickziehen einer Differentialform w einfach die Finschrinkung w|r,

auf diese Teilmenge.
(4) Es sei N eine weitere differenzierbare Mannigfaltigkeit und

v: M — N
eine weitere differenzierbare Abbildung. Dann gilt
(Yo p) (W) = ¢ ()
fiir jede Differentialform w € E¥(N).
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Beweis. (1) folgt unmittelbar aus der Definition 82.6. (2). Wir miissen fiir
Differentialformen w; und ws und Skalare a,b € R zeigen, dass ¢*(aw; +
bwy) = ap*w; + bp*ws gilt. Eine solche Gleichheit von Differentialformen
bedeutet, dass die Gleichheit in jedem Punkt P € L und fiir jedes k-Tupel
von Tangentialvektoren vy,...,vy € TpL gilt. Daher folgt die Behauptung
aus

(p*(awy + bws)) (P, vy, ..., vg)
= (awy +bwy) (9(P), Tp(p)(v1), - - -, Tp(p)(vk))
= awi ((P), Tp(p)(v1), ..., Tp(p)(vr))

+bws (@(P), Tr(e)(v1), - - .. Tr(p)(vk))
= (ap*wy) (P,v1,...,v5) + (b ws) (P, vy, ..., k).

(3) folgt unmittelbar aus der Definition. (4). Es sei Q € L, uy,...,u; € ToL
und w eine k-Form auf N. Dann gilt unter Verwendung von Lemma 77.10

(4)

w (o) (Q), T ow)(u), ..., To(y o p)(ur))

w ( Q). (To@¥) ( TQSO)<U1))= - (To@) (Toe) (ur))
= (V7)) ((Q), To(p)(wa), - - -, To (@) (ur))

= (@ W (W) (Q ur, - uk),

(Y op)(w )))(Qul,.- ug)
(el

und dies ist die Behauptung. U
LEMMA 82.8. Es seien U C R™ und V. C R™ offene Teilmengen, deren
Koordinaten mit xy, ..., x, bzw. mit yy, ...,y bezeichnet seien. Es sei

p: U—V

eine differenzierbare Abbildung und es sei w eine k-Differentialform auf V'
mit der Darstellung
= > fudyr,
I,#(I)=k

wobei fr: V. — R Funktionen sind. Dann besitzt die zuriickgezogene Form
die Darstellung

pi
o = Y (fro| T aa ((afj), | )m
J, #(J)=k iel,jed

I, #(I)=k

- ¥ S (fro)det ((gij)iel,jeJ> dz;.

J,#()=k \I,#(I)=k

Beweis. Die zweite Gleichung beruht auf einer einfachen Umordnung. Auf-
grund von Lemma 82.7 (2) kann man sich auf den Fall w = f;dy; beschrianken.
Wir setzen f = f; und diirfen I = {1,...,k} annehmen. Wir zeigen die
Gleichheit der beiden k-Formen auf U, indem wir zeigen, dass sie fiir jeden
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Punkt P € U und jedes Dachprodukt e; A...Ae;, mit 1 < j; <...<jp <n
den gleichen Wert liefern. Es ist einerseits

O (fdyr Ao ANdyg)(Poej, Ao Nej,)
= (fdyr Ao A dy)(o(P), Te(e) () Ao ATe(0)(e5,))

ae-(P) 392’;; (P)
= f(e(P))(dyr A ... A dyg)( : AR : )
g (P) 3%;;(13)
%‘%(P)
= [f(e(P))-det [ (dy;)
%;;JZ(P) 1<i <k
N f(gp(P)) .det (3‘;0]: (P)> 1<‘€<k‘

Wenn man andererseits die Summe auf e;, A. .. Ae;, anwendet, so ist dz;(ej, A
... Nej,) =0 auer bei J = {j1,..., i}, wo sich der Wert 1 ergibt, so dass

sich also der gleiche Wert ergibt. U
KOROLLAR 82.9. Es seien U,V C R™ offene Teilmengen, deren Koordinaten
mit xq,...,T, bzw. mit yq,...,y, bezeichnet seien. Es sei

p: U—V

eine differenzierbare Abbildung und es sei w eine n-Differentialform auf V
mat der Darstellung

w = fdyy A\ ...\ dy,.
Dann besitzt die zuriickgezogene Form die Darstellung

©Y'w = (foyp)-det (a%) dry A ... Ndx,.
Ox; 1<i,j<n

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Lemma 82.8. U

Die beschreibenden Funktionen zu einer Differentialform haben also das glei-
che Transformationsverhalten wie die Dichten, die auf einer Karte ein konti-
nuierliches Mafl auf einer Mannigfaltigkeit beschreiben.

KOROLLAR 82.10. Es seten U C R™ und V C R™ offene Teilmengen, deren

Koordinaten mit x1,...,x, bzw. mit yq, ...,y bezeichnet seien. Es sei

p: U—V
eine differenzierbare Abbildung mit p;, konstant fir ein ig € {1,...,n} und
es sei w eine k-Differentialform auf V' mait der Darstellung

w = fdy;

mit ig € I. Dann ist ¢*w = 0.
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Beweis. Nach Lemma 82.8 gilt

Yrw = Z (fop)-det (8%) dz.
—k 8% ieljed

J,#(J)

Da 65072? = 0 ist fiir alle j € J, ist fiir jedes J eine Zeile der Matrix 0, so dass
J
die Determinanten stets 0 sind. U



