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Analysis 111

Vorlesung 71

Parameterabhiéngige Integrale

Wie diskutieren nun, wie Integrale von einem Parameter abhé&ngen, der sich
in einem metrischen Raum bewegt. Dazu muss man in erster Linie das Ver-
halten beziiglich einer Folge verstehen, so dass man die Ergebnisse der letzten
Vorlesung anwenden kann. Der folgende Stetigkeitssatz ist eine weitreichende
Verallgemeinerung von Satz 58.2.

Es sei (M, A, 1) ein Mafiraum, E ein metrischer Raum und
f: ExM —R, (t,z) — f(t,),
eine Funktion. Dann gibt es einerseits zu jedem x € M die Funktion
f(=2): E— Rt fo(t) = f(z,1),

die man auf Stetigkeit untersuchen kann, und andererseits fiir jeden ,,Para-
meter” ¢t € E die Funktion

ft,=): M — R, x+—— fi(z) = f(x,t)

und dazu (im Falle der Integrierbarkeit) das Integral | o Jedp. Wir interes-
sieren uns fiir die Abhéngigkeit von diesem Integral vom Parameter ¢ € E.
Um deutlich zu machen, dass iiber € M (nicht iber ¢ € FE) integriert
wird, schreiben wir manchmal [, fi du(z) oder [, f(t,x) du(x), wobei x die
Variable zu M bezeichnet.

SATz T1.1. Es sei (M, A, ) ein o-endlicher Mafsraum, E ein metrischer
Raum, ty € E und

f: ExM —R, (t,z) — f(t,),
eine Funktion, die die folgenden Eigenschaften erfiille.

(1) Fiir alle t € E ist die Funktion x — f(t,z) messbar.
(2) Fir alle x € M ist die Funktion t — f(t,x) stetig in t,.
(3) Es gibt eine nichtnegative messbare integrierbare Funktion

h: M — R
mit
|f(t,2)] < h(z)
fiir allet € E und alle x € M.
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Dann ist die Funktion

0: E—R, t— o) /fta:du
wohldefiniert und stetig in tg.

Beweis. Die Integrierbarkeit der einzelnen Funktionen z +— f(t,z) folgt
aus Lemma 69.5. Wir miissen die Stetigkeit der Funktion ¢ — ¢(t) = [},
f(t,z)dp(z) in ty zeigen. Wir wenden das Folgenkriterium fiir die Stetigkeit
an, sei also (sy),cy eine Folge in E, die gegen ¢, konvergiert. Wir setzen
fn(x) = f(sn,x). Aufgrund der zweiten Voraussetzung konvergiert die Folge
(fnu(2))nen fir jedes x € M gegen f (o, x). Daher konvergiert die Funktionen-
folge (fn)nen punktweise gegen f(tg, —). Wegen der dritten Bedingung kann
man den Satz von der majorisierten Konvergenz anwenden und erhélt

lim,, 00 @(Sn) = hmn—>oo/ fn dlu / f to, x dru ) ( )
O

SATZ 71.2. Es sei (M, A, n) ein o-endlicher Mafiraum, I ein nichtleeres of-
fenes Intervall und

f: IxM—R, (tz)— f(t,x),
eine Funktion, die die folgenden Eigenschaften erfiille.

(1) Fiir alle t € I ist die Funktion x — f(t,z) integrierbar.
(2) Fiir alle x € M st die Funktion t — f(t,x) (stetig) differenzierbar.
(3) Es gibt eine nichtnegative messbare integrierbare Funktion

h: M — R
mat
|[f'(t,2)] < h(z)
fir allet € I und alle x € M.

Dann ist die Funktion
p: I — R, t — (1) /fta:du

(stetig) differenzierbar in t, die Zuordnung x v+ f'(t,x) ist integrierbar und
es qilt die Formel
~ [ ) duta)
M

Beweis. Der Differenzenquotient fiir ¢ in einem Punkt ¢ € [ und s # ¢ ist

o(s) = o(t) _ Ju F(s,2)dp(@) — [, f(t,2) dp(z)
s—1 s—t

Wir miissen fiir jede Folge (s,), oy in I mit s, # ¢, die gegen ¢ konvergiert,
zeigen, dass die zugehorige Folge der Differenzenquotienten konvergiert. Nach
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dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es (fiir jedes x € M und
jedes n) ein ¢ € I mit

f(sn, ) = f(t, )

p— = [f'(c.x)] < h(x).

Da h integrierbar ist, ist auch fiir jedes n € N der Differenzenquotient als
Funktion in  nach Lemma 69.5 integrierbar. Dann ist unter Verwendung der
Linearitéit des Integrals und des Satzes von der majorisierten Konvergenz

PO = iy PO f@
8 —
_ iy JufGm = Jy Ft2) dula)
Sy, —t
R (S"’@_{(t’x) dp(x)
Sp —
t
B / (hmm F(sar) = £( ,m>> )
M Sp— ¢
= | J(tz)du(z)
M
Die stetige Differenzierbarkeit folgt aus Satz 71.1. U

KOROLLAR 71.3. Es sei (M, A, ) ein o-endlicher Mafiraum, U C R™ offen
und

f:UxM—R
eine Funktion, die die folgenden Eigenschaften erfiille.
(1) Fir jedes z € U ist die Funktion
M — R, z— f(z,x),

integrierbar.
(2) Fir jedes x € M ist die Funktion

U—R, z+—— f(z,2),

stetig differenzierbar.
(3) Es gibt eine nichtnegative integrierbare Funktion

h: M — R
mat 5
/
v <
15, (o) | < hia)

fiir alle z € U, alle x € M und allet=1,...,n

Dann ist die Funktion

o: U—R, z+— p(z /fzxd,u
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stetig differenzierbar und es gilt fir jedes i = 1,...,n die Formel
dp af
= — d :
o) = [ S(ma)dut)

Beweis. Dies folgt aus Satz 71.2; indem man zu i € {1,...,n} und P € U
die lineare Kurve

w: I—)U,t|—>P+t€l,
vorschaltet und f o (1) x Idys) betrachtet. O

Das Cavalieri-Prinzip

Bonaventura Cavalieri (1598-1647)

Es seien (M, A, i) und (N, B, v) zwei o-endliche Mafiriume und T C M x N
eine messbare Teilmenge. Fiir jeden Punkt x € M ist
T(z) = {ye N|(z,y) €T}
Wir erinnern an Lemma 64.10, nachdem diese Mengen messbar sind. In wel-
cher Beziehung steht (4 ® v)(T') zur Funktion
M —R, z+— v(T(x))?

Bei N = R und wenn 7' der Subgraph zu einer nichtnegativen messbaren
Funktion f ist, so ist A'(T'(z)) = f(x) und nach der Definition des Integrals
gilt

e X)(1) = [ f@yau = [ N(rE)da

Der Satz von Cavalieri besagt, dass die Gleichheit zwischen links und rechts
fiir beliebige messbare Teilmengen T gilt. Um diesen Satz iiberhaupt for-
mulieren zu konnen, miissen wir zunéchst sicherstellen, dass die Funktion
x +— v(T'(x)) messbar ist.
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LEMMA 71.4. Es seien (M, A, pn) und (N,B,v) zwei o-endliche Mafrdume
und sei T'C M x N eine messbare Teilmenge. Dann sind die Funktionen

M — R, z — v(T(x)),

und

messbar.

Beweis. Wir zeigen die Messbarkeit der ersten Funktion z — v(7T'(z)). Dabei
reduzieren wir zuerst auf die Situation in der das Mafl v auf N endlich ist.
Nach Voraussetzung gibt es eine abzéhlbare messbare Ausschopfung N, T N
mit v(N,) < oco. Wir setzen 7,, = TN (M x N,). Dann ist 7,, T T und
damit auch T),(z) T T(z) fir jedes x € M. Wenn wir fiir jedes n € N die
Messbarkeit von x +— v(T,,(x)) gezeigt haben, so folgt sie wegen Lemma 68.4
auch fiir x — v(T(x)) = lim, oo (T, (x)). Wir kénnen also annehmen, dass
v(N) < oo ist.

Wir wollen zeigen, dass fiir jedes T C M x N die Funktion z — v(7T(x))
messbar ist. Wie setzen

D = {T € A® B|Die Funktion « — v(7T'(z)) ist messbar}

und miissen zeigen, dass dies die gesamte Produkt-o-Algebra ist. Zunéchst
gehoren die messbaren Quader A x B zu D. Es ist ja

B, fallsx € A

() sonst ,

(A x B)(x) = {

und damit ist
v(T(z)) = v(B) - ea(x)

messbar. Wir zeigen, dass D ein Dynkin-System ist. Es ist M x N € D. Seien
S C T Teilmengen, die zu D gehoren. Dann ist (7'\ S)(z) = T'(z)\ S(x) und
v(T'\ S)(x)) = v(T(x)) —v(S(z)) ist nach Lemma 68.3 messbar. Fiir eine
disjunkte abzahlbare Vereinigung 7' = #),., T; ist T'(x) = W,; Ti(x). Wenn
T; € D fiir alle i € [ ist, so ist die Funktion z +— v(T'(z)) = >, v(Ti(z))
nach Korollar 68.8 wieder messbar. Damit ist insgesamt D ein Dynkin-
System, das das durchschnittsstabile Erzeugendensystem aller Quader fiir
die o-Algebra A ® B enthilt. Deshalb ist D = A ® B nach Lemma 61.11.

O

Wir werden im Folgenden die Notation [, f(z) du(z) verwenden, die betont,
dass die Funktion f von z € M abhéngt. Dies ist insbesondere dann sinnvoll,
wenn es um einen Produktraum M x N geht und Verwechslungen méglich
sind.



SATZ T71.5. Es seien (M, A,n) und (N,B,v) zwei o-endliche Mafrdume.
Dann gilt fiir alle messbaren Teilmengen T'C M x N die Beziehung

o) = [ UT@)dua) = [ w(Tw)dvto).

N

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass die Zuordnung
AB — R, T+ / v(T(x)) du(x),
M

ein Maf auf der Produkt-o-Algebra ist. Sei dazu T = #,; T; eine abzéhlbare
Zerlegung in paarweise disjunkte messbare Teilmengen. Nach Aufgabe 70.11

18t
[ vranan = | <(+ n) <x>) dy

so dass die o-Additivitéat erfiillt ist. Fiir einen Quader A x B ist

| s By dn = [ v(B)dn = w(a)-v(B)

A
Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes fiir das Produktmafl muss daher das durch
das Integral definierte Mafl mit dem Produktmaf iibereinstimmen. O
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