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Analysis 111

Vorlesung 64

Es ist eine naheliegende Idee, den Flécheninhalt einer beliebigen Teilmenge
T C R? als das Infimum iiber alle Summen von Rechtecksinhalten anzu-
setzen, die die Menge iiberdecken (oder iiberpflastern). So geht man auch
beim Riemannschen Integral vor, wenn man Oberintegrale betrachtet. Mit
diesem Ansatz kann man zwar jeder Teilmenge eine Zahl zuordnen, dies ist
aber kein Maf}. Wichtig sind vielmehr diejenigen Teilmengen, auf denen diese
Festlegung zu einem Maf fiihrt.

Fortsetzung von dufleren Maflen

Constantin Carathéodory (1873-1950). Auf ihn geht der Fortsetzungssatz fiir
Mafe zuriick.

DEFINITION 64.1. Es sei M eine Menge und P ein Préring auf M. Dann
heifit eine Abbildung

p: P — Rsg, T — u(T),
ein dufleres Maf$ auf M, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind.

(1) Fiir je zwei Mengen S, T € P mit S C T gilt u(S) < wu(7T).
(2) Fiir jede abzdhlbare Familie von paarweise disjunkten Teilmengen
T;,i € I, aus P, fiir die | J,.; T; ebenfalls zu P gehort, gilt

M(Uz> <Y ).
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Die sogenannte o-Subadditivititseigenschaft, die fiir ein &uleres Mafl fiir dis-
junkte Vereinigungen gefordert wird, gilt auch fiir beliebige abzéhlbare Ver-
einigungen, siche Aufgabe 64.1.

DEFINITION 64.2. Es sei M eine Menge, P ein Praring auf M und
Ju P— RZO
ein dufleres Mafl auf M. Fiir eine beliebige Teilmenge T" C M definiert man

a(T) = inf <Z w(Ty), T C Uﬂ, T,eP, I abzéihlbar)

el el

und nennt dies die Fortsetzung des dujferen MajfSes p.

Bei dieser Definition nimmt man also das Infimum iiber alle Uberpflasterun-
gen.

LEMMA 64.3. Es sei M eine Menge, P ein Priring auf M und
Ju P — EZO

ein dufleres Maf$ auf M. Dann ist die Fortsetzung [i des dufleren Mafles p ein
aufSeres Maf$ auf der Potenzmenge 3 (M), das auf P mit p ibereinstimmdt.

Beweis. Sei T € P. Das Mengensystem {7’} ist natiirlich eine Uberpflaste-
rung von 1', so dass ,u(T)_ in der Menge vorkommt, iiber die das Infimum ge-
nommen wird. Fiir jede Uberpflasterung T;, ¢ € I, von T gilt T = | J.., TNT;

und somit

W) < S p(@nm) < 3 (),

iel iel

so dass u(T) = pu(T) gilt. Fiir beliebige Teilmengen S C T' gilt trivialerweise
i(S) < ji(T), da eine Uberpflasterung von T insbesondere eine Uberpflaste-
rung von S ist. Sei nun 7}, ¢ € I, eine abzdhlbare Familie von Teilmengen
von M. Wir miissen /i (U,c; Ti) < > ;c; (T;) nachweisen. Wenn der rechte
Ausdruck gleich oo ist, so ist nichts zu zeigen. Wir kénnen also voraussetzen,
dass die rechte Familie summierbar ist. Die Summanden dieser Familie sind
jeweils das Infimum iiber Summen, die jeweils zu Uberpflasterungen gehéren.
Nehmen wir an, dass die linke Seite grofier als die rechte Seite sei, wobei die
Differenz gréfer als € > 0 sei. Sei ¢; > 0, i € I, so gewdhlt, dass ) ., ¢ <€
ist; eine solche Familie gibt es aufgrund der Abzihlbarkeit von I, siehe Auf-
gabe 9.12. Zu jedem i € I gibt es eine Uberpflasterung 7; C J T;; mit
einer abzéhlbaren Indexmenge J;, mit T;; € P und mit

i) <> uTy) < T + e

JE€J;

i€l

JE€J;

Die Menge L = |J,.; J; ist als abzéhlbare Vereinigung abzihlbarer Mengen
wieder abzdhlbar. Wir betrachten nun die durch Ty, ¢ € L, (mit ¢ = (i,)))
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gegebene Uberpflasterung von Uic; Ti- Damit gelten unter Verwendung des
groflen Umordnungssatzes die Abschédtzungen

i (UT) < Y (T

el el

-y (Sum)
i€l jEJi

< ST + )
iel

= Sam) e
iel iel

< Y AT e
iel

ein Widerspruch. O

Es ist keineswegs so, dass die Fortsetzung eines Pramafles auf der Potenz-
menge ein Maf liefert. Dies gilt allerdings auf der erzeugten o-Algebra, was
wir im Folgenden nach einigen Vorbereitungen beweisen werden. Zunéchst
fithren wir den folgenden technischen Hilfsbegriff ein.

DEFINITION 64.4. Es sei M eine Menge, P ein Praring auf M,
Ju P — RZO

ein aufleres Mafl auf M und ji die Fortsetzung von p auf die Potenzmenge
P (M). Man sagt, dass eine Teilmenge Z C M die Zerlegungseigenschaft
besitzt, wenn fiir alle S C M die Gleichheit i(S) = p(SNZ)+a(SN(M\2))
gilt.

Eine Teilmenge Z besitzt also die Zerlegungseigenschaft, wenn man fiir jede
Menge S die Berechnung ihres dufleren Mafles auf die durch Z gegebene
Zerlegung von S zuriickfithren kann. Die schwichere Eigenschaft i(S) <
p(SNZ)+ (SN (M\ Z)) gilt fir jede Teilmenge Z C M, siehe Aufgabe
64.3.

LEMMA 64.5. Es sei M eine Menge, P ein Prdring auf M,
O P — @20

ein dufleres Maf auf M und i die Fortsetzung von p auf die Potenzmenge
B (M). Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Das Mengensystem aller Teilmengen Z C M, die die Zerlegungsei-
genschaft besitzen, bilden eine o-Algebra.
(2) Die Einschrinkung von i auf diese o-Algebra ist ein Maf.
Beweis. (1). Sei
Z = {Z C M| Z besitzt die Zerlegungseigenschaft} .
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Offensichtlich gehort M zu Z und dieses System ist abgeschlossen unter Kom-
plementbildung. Bevor wir zeigen kénnen, dass Z unter abzéhlbaren Verei-
nigungen abgeschlossen ist, zeigen wir, dass dies fiir endliche Vereinigungen
gilt. Seien also Z; und Z; aus Z und sei S C M eine beliebige Teilmenge.
Dann ist

a(s) = ASNzi)+pSn(M\ zZ1))
= WSNZ)+pSNM\Z1)NZ2)+ (SN (M\ Z1)N(M\ Z2))
= A(SNZ1)+ @SN (Z:\ Z0) + W(S N (M \ (Z1 U 25)))
= A(SN(Z1UZ2)NZ1)+ (SN (Z1U Z2) N (M\ Z1)) + i(S N (M\ (Z1 U Z2)))

)
(SN (21U Z2)) + (S0 (M (Z1 U Z2))).

Damit ist Z auch unter endlichen Durchschnitten abgeschlossen und somit
liegt insgesamt eine Mengen-Algebra vor. Sei nun Z,,, n € N, eine abzéhlba-
re Familie aus Z. Wir wissen, dass die Teilmengen Z,,\ (Z1U...UZ,_1) zu 2
gehoren. Deren Vereinigung ist gleich der Vereinigung der Z,,, so dass wir an-
nehmen konnen, dass die Z,, paarweise disjunkt sind. Wegen der Disjunktheit
ergibt sich induktiv fiir eine beliebige Teilmenge S C M

pSN(Z1U...UZy,)) pSN(Z1U...UZ,)NZ)+p(SN(Z1U...UZy)N(MN\ Z1))
ASNZ)+ (SN (Z2U...UZy,))

RSN Z)+a(SNZ)+ (SN (ZsU...UZy))

il

SNZ)+a(SNZ)+ -+ (SN Zy,).

Daraus ergibt sich unter Verwendung der Zerlegungseigenschaft von Z; U ... U Z, und der Mo-
notonie des dufleren Mafles die Abschétzung

i(s)

BSN(Z1U...UZy))+ (SN (M\(Z1U...UZy,)))
,a(SﬂZl)+ﬂ(SﬂZg)+~~-+ﬂ(SﬂZn)+ﬂ<Sﬂ (M\ <U Zn>>>

neN

A%

Da dies fiir alle n gilt, und da ein d&ufleres Maf3 vorliegt, folgt

sy = > asnz)+alsn|M\| | %

TLGN+ TLGN+

> usSnl zy+a|snm\| | 2z

neNL neNy

Da die umgekehrte Abschitzung sowieso gilt, haben wir die gewiinschte
Gleichheit. (2). Fiir paarweise disjunkte Mengen Z,,, n € N, aus Z ist, wie
unter (1) bewiesen,

Ia(Zl>++ﬂ(ZN) = ﬂ(ZlU”'UZn) < [L(UZn>

neN

Da dies fiir alle n gilt, folgt

> iz, < i (U Zn> :

neN neN

Da auch die umgekehrte Abschétzung gilt, liegt Gleichheit vor. U



LEMMA 64.6. Es sei M eine Menge, P ein Prdring auf M,
pw: P — Rxg
ein Praimaf auf M und i die Fortsetzung von p auf die Potenzmenge 3 (M).

Dann besitzen alle Mengen aus P die Zerlequngseigenschaft.

Beweis. Es sei Z € P und S C M. Es sei S;, i € I, eine abzihlbare Uber-
pflasterung von S mit Mengen aus P. Die Durchschnitte S; N Z, i € I, bzw.
S;N(M\ Z),i € I, sind Uberpflasterungen von S N Z bzw. von SN (M \ Z).
Fiir jedes S; gilt u(S;) = p(SiNZ)+pu(S;N(M\ Z)), da ein Pramaf vorliegt.
Daher ist

Sou(s) = Sou(sinz)+ 3 us.0 (M 2)
iel iel iel
> USNZ)+a(SN(M\ Z)).
Da dies fiir alle Uberpflasterungen gilt, folgt
A(S) > (SN Z)+ (S N (M 2).

Da auch die umgekehrte Abschiatzung gilt, liegt Gleichheit vor. O

Existenzsatze fiir Mafle

SATZ 64.7. Es sei M eine Menge, P ein Prdring auf M,
J P— RZO

ein Pramaf$ auf M und i die Fortsetzung von p auf die von P erzeugte o-
Algebra A. Dann ist ji ein Maf$ auf A. Wenn p o-endlich ist, so ist i die
einzige Fortsetzung von p zu einem Maf auf A.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 64.5 und Lemma 64.6. Der Zusatz ergibt sich
aus Satz 63.7. O

Produkt-Messraume

In den néchsten Vorlesungen wollen wir Produkte von Mafirdiumen definieren
und insbesondere auf dem R” ein Maf} definieren.

DEFINITION 64.8. Es seien (M, Ay),...,(M,,A,) Mengen mit darauf er-
klarten o-Algebren. Dann nennt man die von allen Quadern

Sy X+ xS,mit S; € A; furallei=1,...,n

auf My x --- x M, erzeugte o-Algebra die Produkt-c-Algebra der (M;, A;),
i=1,...,n. Sie wird mit 4; ® --- ® A, bezeichnet.
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LEMMA 64.9. Es seien (M, A) und (N, B) Messrdume und es sei (M x N, A®

B) die Produktmenge mit der Produkt-o-Algebra. Dann sind die Projektionen
pr:MXN—Mundpy: M x N— N

messbar.

Beweis. Dies folgt direkt daraus, dass zu einer messbaren Teilmenge T" C N
die Urbildmenge

py (T) = M xT
ein Quader ist und daher nach Definition zu A ® B gehort. O

Diese Aussage gilt natiirlich auch fiir beliebige endliche Produkte. Man kann
den Beweis von solchen Aussagen sehr hdufig durch eine einfache Induktion
auf den Fall von zwei Faktoren zuriickfiihren, so dass wir uns zumeist auf
diesen Fall beschranken werden.

LEMMA 64.10. Es seien (M, A) und (N, B) zwei Messrdume und T C M x N
eine messbare Teilmenge des Produktes (M x N, A® B). Dann sind fiir jedes
x € M und jedes y € N die Mengen

T(x) = {y € N| (2,9) € T} und T(y) = {a € M| (a,y) € T}

messbar in M bzw. in N.

Beweis. Wir zeigen, dass fiir jedes y € N die Inklusionsabbildung
ty: M — M x N, x — (x,y),

messbar ist. Dazu geniigt es nach Lemma 61.15, die Urbilder von messbaren
Mengen der Form A x B C M x N zu betrachten. Fiir eine solche Menge gilt

1, (Ax B) = {z € M|(z,y) € Ax B},

und dies ist leer, falls y ¢ B und gleich A, falls y € B. So oder so ist sie also
eine messbare Teilmenge. Fiir eine beliebige Teilmenge 7' C M x N ist daher

T(y) = {z € M|(z,y) € T} = 1,/ (T)
messbar. O

LEMMA 64.11. Es seien M, N1, Ny Messrdume und es seien fi: M — N
und fo: M — No messbare Abbildungen. Dann ist auch die Abbildung

(f1, fa): M — N1 X Na, x — (fi(2), fo(2)),
messbar.

Beweis. Siehe Aufgabe 64.9. U
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