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Analysis 111

Arbeitsblatt 83

Aufwiarmaufgaben

AUFCABE 83.1.%

Sei M eine kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einer stetigen
positiven Volumenform w. Zeige, dass

/(JJ<OO
M

ist.

AUFGABE 83.2. Zeige, dass das zu einer stetigen positiven Volumenform
auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit in Definition 83.3 eingefiihrte
Volumenmaf ein o-endliches Maf ist.

AUFGABE 83.3. Es sei

w=dry A...Ndx, = el N...Ne,

n

die Standard-Volumenform auf dem R". Zeige, dass fiir jede messbare Teil-
menge 1" C R"™ die Gleichheit

/Tw — /Td)\” = \(T)

gilt.

AUFGABE 83.4. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einer po-
sitiven Volumenform w. Es sei 7' C M messbar und N C M eine Nullmenge.

\N

gilt.



2

AUFGABE 83.5. Es sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltig-
keit mit einer abzédhlbaren Topologie und es seien w; und ws positive Vo-
lumenformen auf M. Zeige, dass fiir jede messbare Teilmenge T' C M und
a,b € R, die Beziehung

/(aw1+bw2) = a/w1+b/w2
T T T

gilt.

AUFGABE 83.6. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit abzéihl-
barer Topologie. Zeige, wie man unter Bezug auf Karten , Nullmengen* von
M erklaren kann, ohne dass ein Mafl gegeben ist. Zeige ferner, dass wenn
eine positive Volumenform gegeben ist, diese Nullmengen auch Nullmengen
im Sinne der Maf3theorie sind.

AUFGABE 83.7. Beschreibe den Einheitskreis S C R? als Faser einer Abbil-
dung

R* —R
derart, dass die geméfl Korollar 83.6 gegebene Volumenform w positiv ist.
Berechne [, w.

AUFGABE 83.8. Beschreibe die Einheitssphire S? C R3 als Faser einer Ab-
bildung

R® — R
derart, dass die gemifl Korollar 83.6 gegebene Volumenform w positiv ist.
Berechne f g2 W-

AUFGABE 83.9. Es seien L und M differenzierbare Mannigfaltigkeiten und
p: L—M

eine differenzierbare Abbildung. Es sei w € £'(M) eine messbare Differenti-
alform mit der zuriickgezogenen Differentialform ¢*w € (L) und es sei

v: [ — L

eine stetig differenzierbare Kurve (I ein reelles Intervall). Zeige, dass fur die
Wegintegrale die Gleichheit
/ Yrw = / w.
gl poy



AUFGABE 83.10. Sei
v: [0,27] — R? t > (cos t, sin t),

gegeben. Berechne das Wegintegral langs dieses Weges zu den folgenden Dif-
ferentialformen

a) xdx + ydy,
b) xdzx — ydy,
¢) ydx + zdy,
d) ydzr — zdy.

AUFGABE 83.11.%*
Berechne das Wegintegral f7 w zZu
vi [=1,0] — R3 t s (=343 — 1, + 2),
fiir die 1-Differentialform
w = 2’dr — yzdy + v2*dz

auf dem R3.

AUFGABE 83.12.%*
Wir betrachten die differenzierbaren Abbildungen
v: [1,2] — R? t — (t,t71),

und
2

0: R? — R3 (u,v) — (v, uv, —u + v?),
und die Differentialform
w = zxdr — zdy + dz
auf dem R3.
a) Berechne die zuriickgezogene Differentialform ¢*w auf dem R2.
b) Berechne das Wegintegral zur Differentialform ¢*w zum Weg .

c) Berechne (ohne Bezug auf b)) das Wegintegral zur Differentialform w zum
Weg po.

AUFGABE 83.13.*
Wir betrachten die differenzierbaren Abbildungen
vi [1,¢] — R? t s (8, %),
(mit ¢ > 1) und
0: Ry x Ry — R? (u,0) — (v, u® + 0%, u o),
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und die Differentialform
w = (x —y)dx — 22dy + d=z
auf dem R3.
a) Berechne die zuriickgezogene Differentialform ¢*w auf dem R, x R,.

b) Berechne das Wegintegral zur Differentialform ¢*w zum Weg 7 in Abhén-
gigkeit von c.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 83.14. (6 Punkte)

Wir betrachten die Einheitskugel S? C R?, wobei die Koordinaten des R? mit
x,y, 2 bezeichnet seien. Fiir welche Punkte P € S? bilden die Einschrinkun-
gen von dz und dy auf S? eine Basis des Kotangentialraums 77552

AUFGABE 83.15. (4 Punkte)

Es sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit mit abzéhl-
barer Topologie. Es sei w eine positive Volumenform auf M und es sei p das
durch diese Volumenform definierte Mafl auf M. Zeige, dass dann jede ab-
geschlossene Untermannigfaltigkeit der Dimension < n — 1 eine Nullmenge
ist.

AUFGABE 83.16. (4 Punkte)

Seien a, b, c,d,r,s > 1 natiirliche Zahlen. Wir betrachten die stetig differen-
zierbare Kurve

[0,1] — R?, t — (t",1%).
Berechne das Wegintegral lings dieses Weges zur Differentialform

w = 2%y’dx + z°y’dy .

AUFGABE 83.17. (5 Punkte)

Sei
v: [0,27] — R3, t = (cos t, sin t,t),
gegeben. Berechne das Wegintegral langs dieses Weges zur Differentialform

w=(y— 2*)dz + 2*dy — v2dz .



