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Analysis 111
Arbeitsblatt 82

Aufwiarmaufgaben

AUFGABE 82.1. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit dem
Kotangentialbiindel T*M. Zeige, dass man auf /\k T*M fiir jedes k eine To-
pologie erklédren kann, bei der fiir jede Karte a: U — V die Abbildung
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eine Homdomorphie ist.

Damit kann man von stetigen und auch von messbaren Differentialformen
sprechen.

AUFGABE 82.2. Es sei M eine C?-differenzierbare Mannigfaltigkeit mit dem
Kotangentialbiindel T* M. Zeige, dass /\k T*M fiir jedes k eine differenzier-
bare Mannigfaltigkeit ist.

Damit kann man auch von stetig differenzierbaren Differentialformen spre-
chen. Allgemeiner gilt: Wenn M eine C™-Mannigfaltigkeit und ¢ < m ist,
so bezeichnet man mit £F(U) die Menge der (-fach stetig differenzierbaren
k-Differentialformen.

AUFGABE 82.3. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und E*(M)
die Menge der k-Formen auf M. Zeige, dass £¥(M) ein R-Modul zu R =
C(M,R) ist.

AUFGABE 82.4. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, P € M
ein Punkt und f € C'(M,R) eine stetig differenzierbare Funktion. Es sei
v € TpM ein Tangentialvektor, der durch einen differenzierbaren Weg

v ] —=9,6[— M
mit (0) = P représentiert werde. Zeige die Gleichheit
(df)(P,v) = (f©7)'(0).

AUFGABE 82.5. Es sei i : M C R"™ eine abgeschlossene Untermannigfaltig-
keit. Zeige, dass fiir eine differenzierbare Funktion

T R"—R
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die Beziehung
gilt.

AUFGABE 82.6.*
Wir betrachten die Abbildung

0: R® — R? (2,9, 2) — (2y2?, oy — 2°).
Berechne die Matrix der Abbildung

2 2 2
ATr(p): NTpR® — N\ T,mR?
im Punkt P = (1,3,5) beziiglich einer geeigneten Basis.

AUFGABE 82.7. Wir betrachten die stetig differenzierbare Abbildung
p: RPN\ {(0,0)} — R*\ {(0,0)}, (u,v) — (u*,v° — u),

und die 2-Differentialform
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Bestimme die zuriickgezogene Differentialform p*w.

AUFGABE 82.8. Es sei
f: R— R t— f(t),

eine stetig differenzierbare Funktion und es sei w = g(s)ds eine 1-Differentialform
auf R. Bestimme f*w.

AUFGABE 82.9.*
Berechne die zuriickgezogene Differentialform ¢*7 zu
T =dr Ndy Ndz —wdx ANdy A\ dw + cos (zy) dx A dz A\ dw — ywdy A dz A dw
unter der Abbildung
0: R* — R*, (r,s,t) — (r?s,t, sin r,e) = (z,y, 2z, w).

AUFGABE 82.10.*
Es sei
v: L— M
eine differenzierbare Abbildung zwischen differenzierbaren Mannigfaltigkei-
ten, es sei
f: M —R
eine Funktion auf M und w eine k-Form auf M. Zeige

Pr(fw) = P (YT w.



AUFGABE 82.11.%*
Es seien W C R™ und U C R" offene Teilmengen und sei
v: W —U
eine stetig differenzierbare Abbildung. Es sei
f:U—R
eine stetig differenzierbare Funktion. Folgere aus der Kettenregel, dass

A" f) = ¢*(df)

gilt, wobei ¢* das Zuriickziehen von Differentialformen bezeichnet.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 82.12. (6 Punkte)

Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit dem Kotangentialbiindel
T*M. Es sei w eine k-Differentialform, also eine Abbildung

k
w: M—>/\T*M

mit w(P) € N\"TpM fiir alle P € M, wobei dieses Dachprodukt mit der
natiirlichen Topologie (siche Aufgabe 82.1) versehen sei. Zeige, dass die fol-
genden Aussagen dquivalent sind.

(1) wist stetig.
(2) Fiir jede Karte a: U — V mit V' C R"™ und mit der lokalen Darstel-
lung a,w = ZJ#(J):,C fsdxy sind die Funktionen f; stetig.

(3) Es gibt eine offene Uberdeckung M = J;; U; mit Kartengebieten U;
derart, dass in den lokalen Darstellungen cj,w = Y T4 )=k fisdxy
die Funktionen f;; stetig sind.

AUFGABE 82.13. (4 Punkte)
Es sei
p: L—M

eine differenzierbare Abbildung zwischen zwei differenzierbaren Mannigfal-
tigkeiten L und M. Es seien w € E¥(M) und 7 € £Y(M) Differentialformen
auf M. Zeige die Gleichung

P (WAT) = QWA QT
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AUFGABE 82.14. (4 Punkte)
Wir betrachten die stetig differenzierbare Abbildung
¢ :R*\ {(0,0,0)} — N = {(z,y,2) e R*| 2 # 0}
(u, v, w) — (uvw,u? — vw®, u? + v + w?),
und die 2-Differentialform
w = 2%dx A dy + %dx ANdz + (ze¥ — 2)dy N dz

auf N. Bestimme die zuriickgezogene Differentialform ¢*w.

AUFGABE 82.15. (6 Punkte)

Wir betrachten die Einheitskugel S? C R3, wobei die Koordinaten des R? mit
x,y, 2 bezeichnet seien. Fiir welche Punkte P € S? bilden die Einschrinkun-
gen von dz und dy auf S? eine Basis des Kotangentialraums 77552



