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Analysis 11T

Arbeitsblatt 80

Aufwirmaufgaben

Gar nicht mehr lange! Wir wiinschen schon jetzt frohe Weihnachten!

AUFGABE 80.1. Es sei K ein Korper und seien Vi,...,V, und W Vek-
torrdume iiber K. Zeige, dass die Menge aller multilinearen Abbildungen,
die mit Multg (V7, ..., V,, W) bezeichnet wird, in natiirlicher Weise ein Vek-
torraum ist.

AUFGABE 80.2. Es sei K ein Korper, seien V und W Vektorrdume iiber K
und n € N. Zeige, dass die Menge aller alternierenden Abbildungen, die mit
Alth (V, W) bezeichnet wird, in natiirlicher Weise ein Untervektorraum von
Multg (V,...,V,W) (wobei der Vektorraum V' n-fach auftritt) ist.
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AUFGABE 80.3. Driicke das Dachprodukt [ 3 | A| —1 | in der Standardbasis
2 5

2
von A\"R? aus.



2

Die in der folgenden Aufgabe konstruierte Basis des Dualraums heifit Dual-
basis.

AUFGABE 80.4. Es sei K ein Korper und V ein endlichdimensionaler K-

Vektorraum mit Basis v = vy, ..., v,. Es sei
V* := Homg (V, K)
der Dualraum zu V. Zeige, dass auf V* die Koordinatenfunktionen v, ..., v},
die durch
() 1, falls j =k,
vl (vg) =
JAH 0 sonst,

definiert sind, eine Basis von V* bilden.

AUFGABE 80.5. Es sei K ein Korper und V ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum. Es seien fi,..., fy € V*. Zeige, dass die Abbildung

Vx oo xV— K, (Ul, c. 7Uk) — det (fi(vj))lgi,jﬁka

multilinear und alternierend ist.

AUFGABE 80.6. Es sei

p: R? — R3
die durch die Matrix
4 —1
0 7
2 3

gegebene lineare Abbildung. Bestimme die Matrix zu /\290 beziiglich den
Standardbasen der Dachprodukte.

AUFGABE 80.7. Betrachte Geschenkpapier. Auf welche Arten kann man
das Papier zerschneiden und/oder verkleben, so, dass eine zweidimensiona-
le Mannigfaltigkeit entsteht. Sollte der Rand des Papiers dazu gehéren oder
nicht? Welche entstehenden Mannigfaltigkeiten sind zusammenhéngend, wel-
che kompakt? Wie entsteht ein Mobius-Band? Welche Méglichkeiten gibt es,
wenn man endlich viele Ausnahmepunkte erlaubt, in denen keine Mannigfal-
tigkeitsstruktur vorliegt?

Wende die Theorie an, um moglichst originelle Verpackungen zu konstruieren.
Verschniire diese mit geeigneten eindimensionalen Mannigfaltigkeiten.

AUFGABE 80.8. Man entwickle die Grundziige einer Theorie der , komplexen
Mannigfaltigkeiten“. Was ist die zugrunde liegende reelle Mannigfaltigkeit,
was ist die (komplexe/reelle) Dimension, wie sieht der Tangentialraum aus?



Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 80.9. (2 Punkte)

—2 7
Driicke das Dachprodukt [ 5 | A | =2 | in der Standardbasis von A”*R?
—4 4
aus.
AUFGABE 80.10. (4 Punkte)
Driicke das Dachprodukt
3 2 0 1 1 7
6 7 3 2 -1 6
=2 Al S oA s
5 0 —2 4 3 —4

in der Standardbasis von /\3 R* aus.

AUFGABE 80.11. (5 Punkte)

Wir betrachten das zweite Dachprodukt /\2 R™ mit der Standardbasis e; Ae;,
i < j, und der zugehdrigen Dualbasis ¢;; = e;;. Zeige, dass die Funktion

2

o AR — R o — (o) = |3 (py(@))?,

1<j

die Eigenschaft besitzt, dass ¢(v A w) mit dem Flacheninhalt des von v und
w im R™ aufgespannten Parallelogramms iibereinstimmt.

AUFGABE 80.12. (5 Punkte)

Es sei
0: R® — R?
die durch die Matrix
4 -2 5
6 8 =3
1 4 -1

gegebene lineare Abbildung. Bestimme die Matrix zu /\2g0 beziiglich den
Standardbasen der Dachprodukte.
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AUFGABE 80.13. (4 Punkte)

Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Es seien uq,...,u, € V.
Zeige, dass es zu jedem k € N eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
k+n

/k\V—> /\V

mit vy Ao AV = v AL AU Aug AL Ay, gibt.

AUFGABE 80.14. (5 Punkte)
Wir betrachten die Basis

9 4 2
V1 = 8 , Ug = 7 , Vg = 5
1 -3 —2

von R3 und die dadurch induzierte Basis
v = v A v, U1 A V3, Ug A Vs

von /\” R?. Bestimme die Ubergangsmatrizen (in beide Richtungen) zwischen
der Basis v und der Standardbasis e; A e, €1 A es, es A es.



