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Analysis 111
Arbeitsblatt 64

Aufwirmaufgaben

AUFGABE 64.1. Zeige, dass ein duleres Mafl die Subadditivitéitseigenschaft
fiir beliebige abzéhlbare Vereinigungen besitzt.

AUFGABE 64.2. Es sei M eine Menge, P ein Préring auf M,
Ju P — Ezo

ein dufleres Mafl auf M und i die Fortsetzung von p auf die Potenzmenge
B (M). Zeige, dass fiir jede Teilmenge S C M die Beziehung

ps) < (SN Z)+p(Sn(M\ 2))
gilt.

AUFGABE 64.3. Bestimme das Infimum iiber alle Summen von Intervalllén-
gen zu einer Familie von offenen reellen Intervallen, die Z iiberdecken.

AUFGABE 64.4. Zu jeder rationalen Zahl ¢ € Q sei ein Intervall [a,, b, derart
gegeben, dass ¢ in dessen Innern liegt, also ¢ €]ay, by[. Ist

U lag. ;) = R?

q€Q

AUFGABE 64.5. Bestimme das Infimum iiber alle Summen von Intervalllan-
gen zu einer Familie von offenen reellen Intervallen, die Q iiberdecken.

AUFGABE 64.6. Es sei T' C R¥ eine abzihlbare Menge. Zeige, dass das Infi-
mum iiber die Summe der Volumina der beteiligten offenen Intervall-Quader
zu Uberpflasterungen von 7" aus solchen Quadern gleich 0 ist.

AUFGABE 64.7. Es sei T'=7Z x R. Zeige, dass das Infimum {iber die Summe
der Flachen zu Uberpflasterungen von 7" mit offenen Rechtecken gleich 0 ist.
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AUFGABE 64.8. Es sei T'= Q x R. Zeige, dass das Infimum tiber die Summe
der Fliachen zu Uberpflasterungen von 7" mit offenen Rechtecken gleich 0 ist.

AUFGABE 64.9. Es sei

f : [a7 b] — RZO
eine Riemann-integrierbare Funktion und 7" der (abgeschlossene) Subgraph
von f. Zeige, dass das duflere Mafl von T' (zu dem Rechteckspramaf) gleich
dem bestimmten Integral fab f(t)dt ist.

AUFGABE 64.10. Welche , vertrauten geometrischen Figuren* kann man als
(verallgemeinerte) Quader in R X R oder in R x R? auffassen?

AUFGABE 64.11. Es seien M und N zwei Mengen und sei T'C M x N eine
Teilmenge. Zu x € M sei T'(x) = {y € N|(z,y) € T'}. Zeige, dass {z} x T'(x)
die Faser der Hintereinanderschaltung

T— MxN25 M

iiber x ist.

AUFGABE 64.12. Es seien (M, A) und (N, B) zwei Messraume, die nicht leer
seien und wobei die einelementigen Teilmengen messbar seien. Alle Teilmen-
gen von M x N seien mit der durch A ® B induzierten o-Algebra versehen.
Es sei S C M. Zeige, dass folgende Eigenschaften dquivalent sind.

(1) S ist eine messbare Teilmenge von M.

(2) Es gibt ein y € N derart, dass S x {y} C M x {y} messbar ist.
(3) Fiir alle y € N ist S x {y} € M x {y} messbar.

(4) Es gibt ein y € N derart, dass S x {y} messbar in M x N ist.
(5) Fiir alle y € N ist S x {y} messbar in M x N.

AUFGABE 64.13. Es sei X ein Hausdorff-Raum. Zeige, dass die Diagonale
A =A{(z,y) e X x X[z =y}

eine messbare Teilmenge im Produktraum X x X ist.

AUFGABE 64.14. Es seien M, N1, Ny Messrdume und es seien f1: M — N,
und fy: M — N, messbare Abbildungen. Zeige, dass auch die Abbildung

(fi, fa): M — Ny x Na, x — (fi(2), fo(2)),

messbar ist.



Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 64.15. (2 Punkte)

Es sei P ein Priring auf R, der die Intervalle [a,b], @ < b, enthalte, und es
sei p ein duBeres Mafl darauf, das auf diesen Intervallen den Wert b — a besit-
ze. Zeige, dass die Fortsetzung dieses duBleren Mafles auf allen abzdhlbaren
Teilmengen von R den Wert 0 besitzt.

AUFGABE 64.16. (3 Punkte)

Bestimme das Urbild der Einheitskreisscheibe £ C R? unter den Inklusions-
abbildungen
b R— R* x+— (2,7).

AUFGABE 64.17. (3 Punkte)

Es seien (My, Ay),...,(M,,A,) Mengen mit darauf erklidrten o-Algebren.
Zeige, dass die Produkt-o-Algebra A; ® --- ® A, die kleinste o-Algebra auf
My x --- x M, ist, fiir die alle Projektionen messbar sind.

AUFGABE 64.18. (4 Punkte)

Es seien X und Y zwei topologische Rdume mit abzidhlbarer Topologie und
mit den zugehorigen o-Algebren der Borelmengen B(X) und B(Y). Zeige,
dass das Mengensystem der Borelmengen auf dem Produktraum X x Y mit
dem Produkt von B(X) und B(Y') iibereinstimmt.



