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Analysis 11

Arbeitsblatt 55

Ubungsaufgaben

AUFGABE 55.1. Formuliere und beweise den , Satz iiber die surjektive Ab-
bildung*.

AUFGABE 55.2.*
Betrachte die Abbildung
0: R? — R3, (s,t) — (s, —s — t2,t3) = (z,y, 2).

a) Erstelle die Jacobi-Matrix von ¢.

b) Bestimme die reguldren Punkte (s,t) von ¢.

c) Zeige, dass ¢(s,t) die Bedingung
(z+y)?+22=0

erfiillt.

d) Zeige, dass die Abbildung injektiv ist.

AUFGABE 55.3. Sei (M, d) ein metrischer Raum und sei (z,,),,oy €ine Folge
in M, die gegen z € M konvergiert. Es sei T eine Menge und es seien

fo: T — M, t — fu(t) =z,

die zu z,, gehorenden konstanten Funktionen. Zeige, dass die Funktionenfolge
(fn)nen gleichmiBig gegen die konstante Funktion

f:T— M, t— f(t) =z,

konvergiert.

AUFGABE 55.4. Es sei T eine endliche Menge und
fo: T — X

eine Abbildungsfolge in einen metrischen Raum X. Zeige, dass diese Folge
genau dann punktweise konvergiert, wenn sie gleichméflig konvergiert.
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AUFGABE 55.5. Sei (Y,d) ein metrischer Raum und 7' C Y eine Teilmenge.
Essei T CT C T und

n: T —K
eine Folge von stetigen Funktionen. Zeige, dass diese Folge genau dann gleichméafig

konvergiert, wenn die auf 7" eingeschrénkte Folge f,, = g,|r gleichméBig kon-
vergiert.

AUFGABE 55.6. Sei T eine Menge und F ein euklidischer Vektorraum. Es sei
M = Abb (T, FE) versehen mit der Supremumsnorm. Beweise die folgenden
Eigenschaften fiir diese ,Norm* (dabei ist der Wert oo erlaubt und sinnvoll
zu interpretieren).

(1) || f]|= 0 fiir alle f € M.
(2) || f]]= 0 genau dann, wenn f = 0 ist.
(3) Fir A € Rund f € M gilt

HAFN= AL LA
(4) Fiir g, f € M gilt
g+ FlI<llgll + 1171l -

AUFGABE 55.7. Es sei
C = C"(0,1],R)

die Menge der stetigen Funktionen, die mit der Supremumsnorm versehen
sei. Skizziere zu € > 0 die offene und die abgeschlossene e-Umgebung von
einem f € C.

Es sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung
I=1l: V— R, v—]v]],
heifit Norm, wenn die folgenden Eigenschaften fiir alle v,w € V' gelten.

(1) [[v]|= 0,
(2) ||v||= 0 genau dann, wenn v = 0 ist.
(3) Fir A e Kund v € V gilt

[Avl[=[A]- [[v]] -
(4) Fir v,w € V gilt
lo+wl] <[[v]] + [[w]] .

Die Norm zu einem Skalarprodukt erfiillt diese Eigenschaften.



3

AUFGABE 55.8. Es sei T eine Menge und E ein euklidischer Vektorraum. Es
sei

M = A{f:T = E| || fllr< oo}

die Menge der beschrankten Abbildungen von T nach E. Zeige, dass die
Supremumsnorm auf M eine Norm ist.

AUFGABE 55.9. Zeige, dass ein normierter R-Vektorraum durch
d(u,v) :=|lu—wv||

zu einem metrischer Raum wird.

AUFGABE 55.10. Es sei T eine Menge, E ein euklidischer Vektorraum und
M =A{f:T = E| || fllr< oo}

die Menge der beschrinkten Abbildungen von T nach E. Zeige, dass eine
Folge (fn),en aus M genau dann gegen f € M gleichméBig konvergiert, wenn
diese Folge im durch die Supremumsnorm gegebenen metrischen Raum M
konvergiert.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 55.11. (5 Punkte)
Es sei
v: la,b] — R"

eine regulidre Kurve. Zeige, dass die Faser iiber jedem Punkt ¢ € R™ endlich
ist.

AUFGABE 55.12. (6 Punkte)
Es sei G C R™ offen und
p: G —R"

eine in P € G total differenzierbare Abbildung mit injektivem totalen Diffe-
rential. Zeige, dass es eine offene Umgebung U von P mit o1 (o(P))NU =
{P} gibt.

Tipp: Betrachte das totale Differential auf der Einheitssphére. Der Satz iiber
die injektive Abbildung ist hier nicht anwendbar.
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AUFGABE 55.13. (4 Punkte)

Sei T' C R" eine kompakte Teilmenge und F ein euklidischer Vektorraum. Es
sei C' = C°(T, E) der Raum der stetigen Abbildungen von T nach E, versehen
mit der Supremumsnorm. Es seien x4, ...,z, € Tund y1,...,y, € E Punkte.
Zeige, dass die Teilmenge

{f€Clf(x) =y, flan) = yn}

abgeschlossen in C' ist.

AUFGABE 55.14. (4 Punkte)

Pk - R" — R™
die zugehorige Folge von linearen Abbildungen. Zeige, dass die Folgen der

Eintrdge (a;;), fiir alle ¢,j genau dann konvergieren, wenn die Folge der
Abbildungen punktweise konvergiert.

AUFGABE 55.15. (4 Punkte)

Sei T eine Menge und

fo: T — R™
eine Folge von Abbildungen. Zeige, dass f,, genau dann gegen eine Grenzab-
bildung

f: T —R™
gleichméBig konvergiert, wenn die Komponentenfunktionen ( f;),, gleichméaflig
gegen f; konvergieren.



