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Analysis 11
Arbeitsblatt 41

Ubungsaufgaben

AUFGABE 41.1.*%

Es sei
o: R— V, t — (1),
eine Losung der zeitunabhéngigen Differentialgleichung
v = F(t,v) = F(v)

zum Vektorfeld
F:V—V

Zeige, dass auch
U(t) = ot +c)
zu jedem c € R eine Losung ist.

AUFGABE 41.2.*
Es sei V' ein euklidischer Vektorraum, u € V' ein fixiertrer Vektor und
F:RxV —V
ein stetiges Vektorfeld mit der Eigenschaft
F(t,v) = F(t,v+u)
fiir alle v € V. Es sei
p: R—V
eine Losung zur Differentialgleichung
v = F(t,v).
Zeige, dass auch
e(t) = o(t) +u
eine Losung dieser Differentialgleichung ist.

AUFGABE 41.3. Finde einen zweidimensionalen Losungsraum fiir die Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung

y// — y .
Lose damit das Anfangswertproblem
y" =y mit y(0) = 3 und ¢'(0) = —2.



2

AUFGABE 41.4. Wir betrachten die Differentialgleichung
Y=y
mit der Anfangsbedingung y(0) = 1. Bestimme zur Schrittweite s = 1 die

approximierenden Punkte P, gemé&fl des Polygonzugverfahrens. Bestimme
insbesondere P,. Was passiert mit P, fiir £ — oo?

AUFGABE 41.5. Bestimme alle Losungen des linearen Differentialgleichungs-
systems
/ . .
r\  [sint ) (s t
y) \ 0 y t°

AUFGABE 41.6. Bestimme alle Losungen des linearen Differentialgleichungs-

S G) =G 6)

AUFGABE 41.7. Bestimme alle Losungen des linearen Differentialgleichungs-

systems @ - ((2) 5) (Z) |

AUFGABE 41.8. Bestimme alle Losungen des linearen Differentialgleichungs-

systems @ (05 ()

AUFGABE 41.9. Bestimme alle Losungen (fiir ¢ > 0) des linearen Differenti-

algleichungss y stems

AUFGABE 41.10. Bestimme alle Losungen des linearen Differentialgleichungs-

systems
x ,7 3 t2—t+5 x
y) \0O 3 y)

AUFGABE 41.11. Es sei I C R ein reelles Intervall und seien
fin, fiz, far, fo2: T — R

differenzierbare Funktionen mit

J11(t) fao(t) — far(t) fi2(t) # 0O

= O

fir ¢t > 0.



fiir alle t € I. Wir betrachten das lineare Differentialgleichungssystem

/ fiifao—fiafor  —fiifi2+fiof11
X — | fufea—Sonfiz frifae—farfie x
Y f21f22_f22f21 _f12f21+f22f11 Y :

f11fea—fo1f12 fi1fea—fa1f12

Zeige, dass sowohl (?1) als auch (}012> Losungen des Differentialgleichungs-
21 22

systems sind.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 41.12. (6 Punkte)

a) Schreibe ein Computerprogramm, das zu dem Vektorfeld aus Beispiel 41.5

zu einem Startzeitpunkt ¢y, einem Startpunkt Py = und einer vorgege-

a
b
benen Schrittweite s > 0 die approximierenden Punkte P, berechnet.

b) Berechne mit diesem Programm die Punkte P, fiir

to = , 10— y S= 190 =VU, 1,4,9,4,9, .
D) t=0, =] 1 =0,1,2,34,510

0
07999 1000~
1,01
(5) to =0, Py = 0,99), $ = 755, 7 = 1000
(6) to=0, Py = éé) $ = 1950 7 = 1000
) to=—-3, Py = 2 . 5=+ n=100
5 10

(Abzugeben ist lediglich Teil b), und zwar in einer leserfreundlichen Form.)

AUFGABE 41.13. (5 (142+2) Punkte)

a) Ubersetze das Anfangswertproblem zweiter Ordnung
y" = —y mit y(0) =0 und ¢'(0) =1

in ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung.
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b) Bestimme mit dem Polygonzugverfahren zur Schrittweite s = % die Néhe-
rungspunkte Py, Py, P, P3, P, fiir dieses System.

c¢) Berechne den Wert des zugehorigen Streckenzuges an der Stelle t = 7/2.

AUFGABE 41.14. (4 Punkte)

Bestimme alle Losungen des linearen Differentialgleichungssystems
2\ (-2 —2—3t+4)\ [z
y) \0 1 y) "

AUFGABE 41.15. (8 (2+6) Punkte)

Wir betrachten das lineare Differentialgleichungssystem

/ .
r\ [cost —sint x
y) \sint cost y)

a) Erstelle eine Differentialgleichung in einer Variablen, die die Funktion
2(t) = 2%(t) + y*(t) zu einer Losung (z,y) erfiillen muss.

b) Finde eine nichttriviale Losung des Differentialgleichungssystems.

AUFGABE 41.16. (4 Punkte)

Finde eine nichttriviale Losung (fiir ¢ > 1) zum linearen Differentialglei-

chungssystem
4_ _
— - .
y t4_—t1 355 —t2 y

mit Hilfe von Aufgabe 41.11.

Die fiir t € R, —1 <t < 1, und ein n € N definierte lineare Differentialglei-
chung
! _ 2t / n(n + 1)
[EEEEL R p—
heifit Legendresche Differentialgleichung zum Parameter n.

y=0

AUFGABE 41.17. (5 Punkte)

Zeige, dass das n-te Legendre-Polynom

1 2 n\(n

eine Losung der Legendreschen Differentialgleichung zum Parameter n ist.

1

'Hier bedeutet das hochgestellte (n) die n-te Ableitung.



