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Analysis 11

Arbeitsblatt 32

Ubungsaufgaben

AUFGABE 32.1. Sei z € R und betrachte die Funktion
f: Ry — R, t+— f(t) =t""

Bestimme die Extremwerte dieser Funktion.

AUFGABE 32.2. Zeige, dass fiir die Fakultatsfunktion fiir £ € N die Beziehung

Fak (%— 1) COL@i-)

2 2k

gilt.

AUFGABE 32.3.*

a) Zeige, dass fiir x > 1 die Abschétzung

1
/ tPetdt < 1
0
gilt.

b) Zeige, dass die Funktion H (z) mit

fiir x > 1 monoton wachsend ist.

c) Zeige, dass 10! > e + 1 gilt.

d) Zeige, dass fiir die Fakultatsfunktion fiir z > 10 die Abschétzung
Fak (z) > e”

gilt.

AUFGABE 32.4. Sei V ein reeller Vektorraum mit einem Skalarprodukt (—, —)
und sei U C V ein Untervektorraum. Zeige, dass die Einschrénkung des Ska-
larproduktes auf U ebenfalls ein Skalarprodukt ist.
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AUFGABE 32.5. Sei V' ein reeller Vektorraum mit einem Skalarprodukt
(—,—). Beweise den Satz des Pythagoras: Fiir zwei Vektoren v,w € V, die
senkrecht aufeinander stehen, gilt die Beziehung

v +wlP=[v]]* + [Jw]* .

AUFGABE 32.6. Sei V ein Vektorraum iiber K mit einem Skalarprodukt
(—, —) und der zugehorigen Norm || —||. Zeige, dass die Beziehung

1
(,w) =5 (lv+w|P = llo|P* = [lw]l’)

gilt.

AUFGABE 32.7. Es seien (V1, (—, —),) und (V3, (—, —),) zwei euklidische Vek-
torrdume. Zeige, dass durch

((v1,v2), (w1, ws)) = (U1, wi); + (V2, Wwa),

ein Skalarprodukt auf dem Produktraum V; x V5, definiert wird.

AUFGABE 32.8. Es sei V ein komplexer Vektorraum mit einem Skalarprodukt
(—, —). Zeige, dass der Realteil dieses Skalarproduktes ein Skalarprodukt auf
dem zugrunde liegenden reellen Vektorraum ist.

AUFGABE 32.9. Sei V ein reeller Vektorraum mit einem Skalarprodukt
(—,—). Zeige, dass in der Abschitzung

[{v, W) <[[v]] - [[w]]

von Cauchy-Schwarz genau dann die Gleichheit gilt, wenn v und w linear
abhéngig sind.

AUFGABE 32.10. Sei V' ein Vektorraum iiber R mit einem Skalarprodukt
(—,—). Zeige, dass der zugehorige Abstand die folgenden Eigenschaften be-
sitzt (dabei sind u,v,w € V).

(1) Esist d(v,w) > 0.
(2) Es ist d(v,w) = 0 genau dann, wenn v = w.
(3) Es ist d(v,w) = d(w,v).
(4) Es ist
d(u,w) < d(u,v) + d(v,w).



Ein Skalarprodukt ermdoglicht es, von Orthonormalbasen zu sprechen.

Sei V' ein euklidischer Vektorraum. Eine Basis vy, ..., v, von V heifit Ortho-
normalbasis, wenn

(v;,v;) =1 fiir alle 4 und (v;,v;) =0 fiir i # j
gilt.

Generell heilen zwei Vektoren v, w € V orthogonal, wenn (v, w) = 0 ist.

AUFGABE 32.11. Der R? sei mit dem Standardskalarprodukt versehen. Es
sei U C R? der Kern der linearen Abbildung

R® — R, (2,9,2) — 3z +y + 72,

versehen mit dem eingeschrinkten Skalarprodukt. Man bestimme eine Or-
thonormalbasis fiir U.

AUFGABE 32.12. Sei V ein euklidischer Vektorraum der Dimension n. Zeige,
dass eine Vektorfamilie uy,...,u, € V genau dann eine Orthonormalbasis
von V ist, wenn die zugehorige lineare Abbildung

R" — V, e; —> u;,

eine Isometrie zwischen R™ und V ist.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 32.13. (2 Punkte)
Zeige, dass fiir die Fakultédtsfunktion die Beziehung

Fak () = /01(— In ¢)*dt

gilt.

AUFGABE 32.14. Die Stadt S = (0, 0) soll mit den beiden Stadten 7" = (a, b)
und U = (a,—b) mit a > 0,b > 0 durch Schienen verbunden werden. Dabei
sollen die Schienen zunéchst entlang der x-Achse verlaufen und sich dann in
die beiden Richtungen verzweigen. Bestimme den Verzweigungspunkt, wenn
moglichst wenig Schienen verlegt werden sollen.

Tipp zur Probe: Stimmt Thr Ergebnis auch bei a = 07
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AUFGABE 32.15. (3 Punkte)

Sei V' ein Vektorraum iiber K mit einem Skalarprodukt (—, —) und der zu-
gehorigen Norm || —||. Zeige, dass die sogenannte Parallelogrammgleichung

o +wll* +[lv—wl*=2Jv|* +2 [|w]]*
gilt.

AUFGABE 32.16. (3 Punkte)

Sei V' ein euklidischer Vektorraum und sei uq, ..., u, € V eine Orthonormal-
basis von V. Zeige, dass fiir jeden Vektor v € V' die Beziehung

n
v = Z <U)ui> Uj
i=1

gilt.

AUFGABE 32.17. (6 Punkte)
Sei V' ein euklidischer Vektorraum und sei
p: V—V
eine lineare Abbildung. Zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind.

(1) @ ist eine Isometrie.

(2) Fiir jeden Vektor v mit ||v||= 1 ist auch ||¢(v)||= 1.

(3) Fiir jede Orthonormalbasis u;,i = 1,...,n, ist auch p(u;),i =1,...,
n, eine Orthonormalbasis.

(4) Es gibt eine Orthonormalbasis u;,i = 1,...,n, derart, dass auch
o(u;),i =1,...,n, eine Orthonormalbasis ist.



