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Analysis 111

Vorlesung 69

Integrierbare Funktionen

Wir fithren nun das Lebesgue-Integral fiir messbare Funktionen auf einem
Mafiraum ein. Dieser Integralbegriff hat gegeniiber dem Riemann-Integral
folgende Vorteile.

(1) Der Integralbegriff bekommt ein maBtheoretisches Fundament.

2) Es kann tiber einer (fast) beliebigen Menge integriert werden.

3) Es kann eine weit grofere Funktionenklasse integriert werden.

4) Das Grenzwertverhalten von Funktionenfolgen ist einfacher.

5) Man kann Funktionen auf Nullmengen abéndern, ohne das Integral
zu verdndern.

(6) Die Summe einer abzidhlbaren Familie reeller Zahlen ist ein Spezial-
fall.
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DEFINITION 69.1. Sei M eine Menge und
f: M — Rxg
eine nichtnegative Funktion. Dann nennt man die Menge
S(f) = {(z.y) e M xR]0 <y < f(x)}
den Subgraphen der Funktion.
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LEMMA 69.2. Es sei (M, A) ein Messraum und
f: M —R
eine messbare Funktion. Dann sind der Graph U'(f) und der Subgraph S(f)
messbare Teilmengen in M x R.
Beweis. Die Projektion
p2: M xR —R, (z,9) —> v,
ist nach Lemma 64.9 messbar, und ebenso ist
b MxR2 LR
messbar. Nach Lemma 64.11 und Lemma 68.3 ist dann auch die Abbildung®
o MxRZYRxR =R
messbar. Es ist
L(f) = {(z,y) e M xRly = f(z)} = ¢~ '(0)
und
S(f) = {(z,y) e M xRI0<y < f(2)} = py" (Rxo) N~ (Reo)

so dass diese beiden Mengen messbar sind. O
DEFINITION 69.3. Es sei (M, A, i) ein o-endlicher Mafiraum und

f: M — Rxg

eine messbare numerische nichtnegative Funktion. Dann heifit

[t = (e n) (5)
das Integral von f iiber M (zum Ma$ p).

Diese Definition ist sowohl unmittelbar anschaulich als auch vom theoreti-
schen Standpunkt her sehr schlagkréftig, da sie auf dem MafBibegriff beruht.
Dagegen ist sie fiir Berechnungen direkt nicht geeignet, weshalb wir im Fol-
genden entsprechende Rechentechniken entwickeln werden. Diese Definition
ldasst die Moglichkeit zu, dass die Funktion den Wert co annimmt, und dass
das Integral diesen Wert annimmt. Im Fall von numerischen Funktion, die
auch negative Werte annehmen kénnen, fithrt man den Integralbegriff auf die
Integrale der positiven und negativen Teilfunktion zuriick. Dies ergibt aber
nur dann Sinn, wenn beide Teilintegrale endlich sind.

IFiir diese Argumentation setzt man co—oco = —co— (—o00) = 0 und ansonsten co—z =
00 1.8.w. Man kann auch die messbaren Mengen f~1(00) x {oo} und f~1(—oc0) x {00} aus
dem Graphen bzw. Subgraphen herausnehmen und nur R-wertige Funktionen betrachten.



DEFINITION 69.4. Es sei (M, A, p1) ein o-endlicher Mafiraum und
f: M —R

eine messbare numerische Funktion. Dann heifit f integrierbar, wenn die
beiden Integrale [, fydup und [, f-dp endlich sind. In diesem Fall nennt

o /Mfdu:/Mf+du—/Mf—du

Mit dieser Situation ergibt sich der leicht paradoxe Sprachgebrauch, dass
eine nichtnegative Funktion stets ein Integral besitzt, dass aber, wenn dieses
Integral unendlich ist, die Funktion nicht integrierbar ist. Die Integrierbarkeit
ist, abgesehen von der vorausgesetzten Messbarkeit, die aber nahezu immer
erfiillt ist, in erster Linie ein Endlichkeitsbegriff. In diese Richtung weist auch
das folgende Lemma.

LEMMA 69.5. Es sei (M, A, u) ein o-endlicher Maf$raum und
f: M —R

eine messbare numerische Funktion. Dann sind folgende Figenschaften dqui-
valent.

das Integral von f.

f ist integrierbar.

Der positive und der negative Teil von f sind integrierbar.
Die Betragsfunktion | f| ist integrierbar.

Es gibt eine integrierbare messbare Funktion

h: M—>K20
mit | f(z)| < h(z) fir alle x € M.

(1)
(2)
(3)
(4)

Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (2) ist die Definition von integrierbar.
Fiir die Aquivalenz von (2) und (3) verwendet man die Beziehung | f| = f, +
f—. Dabei ist der Subgraph von |f| die Vereinigung der beiden Subgraphen
zu fy bzw. f_, wobei der Durchschnitt dieser Subgraphen aus der Menge
{(z,0)| f(z) = 0} besteht und somit nach Aufgabe 69.4 das Maf} 0 besitzt.
Also ist?

/lel dp = (p®A")(S(f))
= (n@X) (S(f)) + (@A) (S(f)
= /Mf+dll+/Mf—du,

und die beiden Summanden sind genau dann endlich, wenn die Summe end-
lich ist. Aus (3) folgt (4), indem man h = | f| nimmt. Wenn (4) erfiillt ist, so

2Wir werden spater sehen, dass generell das Integral mit der Addition von Funktionen
vertréglich ist, das haben wir hier aber noch nicht zur Verfiigung.
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ist der Subgraph von |f| im Subgraphem von h enthalten, und die Monotonie
des MaBes ergibt die Endlichkeit von [, |f] dpu. O

Fiir eine messbare Teilmenge T' C M setzt man

/T Fp = /T (f1) o,

d.h. man schaut sich die auf den Teilmafiraum eingeschréinkte Funktion an.
Man konnte genauso gut die Funktion f durch diejenige Funktion f erset-
zen, die auf T mit f {ibereinstimmt und die auferhalb davon gleich 0 ist.
Wenn man die Indikatorfunktion ey zu einer messbaren Teilmenge 7" C M
heranzieht, so ergibt sich

/Me:rdu—/Tldu—u(T)-

Diese Beschreibung des Mafles als ein Integral kann durchaus niitzlich sein.

Man kann den Subgraphen als

S(f) = S°(f)wI(f)
schreiben, wobei I'(f) = {(z,y) € M x R|y = f(z)} der Graph ist und

S(f) = {(z,y) e M xR|y < f(z)}

gesetzt wird. Das folgende Lemma zeigt, dass der Graph eine Nullmenge ist
und dass man somit den Subgraphen durch dieses S°(f) ersetzen kann. Dies
ist fiir einige Ausschopfungseigenschaften von Vorteil.

LEMMA 69.6. Es sei (M, A, u) ein o-endlicher Mafsraum und
f: M —R

eine messbare numerische Funktion. Dann ist der Graph T'(f) eine Nullmenge
in M x R.

Beweis. Die Mengen f~'(00) x {oo} und f~'(—o00) x {—o0}, die beide Teil-
mengen des Graphen sind, sind Nullmengen in M x R. Man kann also an-
nehmen, dass von vornherein eine messbare Funktion

f: M —R

vorliegt. Ferner konnen wir annehmen, dass p ein endliches Maf ist, da zu
einer Ausschopfung M,, T M mit u(M,,) < oo auch M, xR eine Ausschopfung
von M xR ist. Wenn der Durchschnitt des Graphen mit allen M,, xR das Maf3
0 hat, so auch der Gesamtgraph. Nehmen wir nun an, dass (up ®@ A') (T'(f)) >
0 ist. Es ist
0(f) = [ O N (M x [0+ 1))
neZ

eine disjunkte abzihlbare Vereinigung, so dass mindestens einer dieser ,,Strei-
fen“ ein positives Ma haben muss. Wir kénnen M durch f~*([n,n + 1)
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ersetzen und daher annehmen, dass das Bild von f in [n,n + 1] liegt. Wir
betrachten die abzdhlbar unendlich vielen Verschiebungen

I'(f)+qmit ge QnNI0,1].

Diese sind paarweise disjunkt und sie liegen alle in M x [n, n+ 2]. Wegen der
Translationsinvarianz von A\! ist auch fiir jedes ¢ die Abbildung

MxR— MxR, (z,t) — (z,t + q),

mafitreu (man betrachte die Quader, die das Produktmafl festlegen, siehe
Aufgabe 69.12), und daher besitzt jede Verschiebung des Graphen das gleiche
Maf} wie der Graph selbst. Aus

Z (r@X) (T(f) +q) (p® A L-H (T(f) + q)
geQn[o,1] 4€0N[0,1]
(n® ) (M x [n,n+2])
p(M) -2

ANIIVAN

ergibt sich ein Widerspruch. U

Die Tschebyschow-Abschéitzung

Pafnuti Lwowitsch Tschebyschow (1821-1894)

Die folgende Aussage nennt man Tschebyschow-Abschdtzung oder Tscheby-
schow-Ungleichunyg.
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LEMMA 69.7. Es sei (M, A, u) ein o-endlicher Maf$raum und
fZ M —>R20

eine messbare numerische nichtnegative Funktion. Dann gqilt fiir jedes a €
R die Abschitzung

/Mfdu > a-pf{z e M| f(z) > a}.

Beweis. Es sei T'= {x € M| f(z) > a}. Dann ist
T x[0,a] € 5(f),

also

@ u(T) = (e )T x [0.a)) < (1@ NS = [ fan

Bildmafle und allgemeine Transformationsformel

SATZ 69.8. Es sei (M, A, ) ein o-endlicher Mafraum, (N, B) ein Messraum
und

p: M — N

eine messbare Abbildung. Es sei v das Bildmafl von u unter ¢, das ebenfalls
als o-endlich vorausgesetzt sei, und es sei

f: N—R

eine v-integrierbare Funktion. Dann ist auch f o @ u-integrierbar, und es gilt

/Nfduz /M(foso)du-

Beweis. Fiir nichtnegatives f ergibt sich dies unter Verwendung von Aufgabe
69.1 und Aufgabe 65.1 aus

/Nfdy — (v M) (S(f)
(

Daraus ergibt sich auch der allgemeine Fall. U



BEMERKUNG 69.9. Wenn M = [¢,d] und N = [a, b] und
p: M — N

eine differenzierbare bijektive streng wachsende Funktion ist, so gilt fiir eine

stetige Funktion
f: N—R

die Substitutionsregel

fwwzlﬁmmw@@

Um eine mit der allgemeinen Transformationsformel vergleichbare Substitu-
tionsformel zu haben, muss man auf M die Funktion ¢ = f o ¢ und auf N
die Funktion f = (f o ) o ¢! betrachten und erhélt

d - b B L B /b 1
[ stetnas = [ reteton -y = [
Links steht das Integral fM fopd\!, also muss rechts das Integral fN fdp N\
stehen. Somit wird das Bildma$ ¢, A! durch die Dichte 11( ) beziiglich !
gegeben.

@' (p
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