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Analysis 111

Vorlesung 65

Es ist unser Ziel zu zeigen, dass auf der Produktmenge von Mafridumen
unter recht allgemeinen Voraussetzungen ein Mafl definiert ist, das durch die
Produktwerte auf den Quadern festgelegt ist. Dafiir gehen wir den Weg iiber
den Produkt-Préring.

Produkt-Priringe

DEFINITION 65.1. Es seien (M, Py),...,(M,, P,) Mengen mit darauf er-
klarten Praringen. Dann nennt man den von allen Quadern

Sy X xS, mit §; € P;firallet=1,...,n
erzeugten Praring den Produkt-Priring der (M;,P;), i =1,...,n.

LEMMA 65.2. Es seien (My,Py),...,(M,, P,) Mengen mit darauf erklirten
Praringen. Dann besteht der Produkt-Prdring aus allen endlichen disjunkten
Vereinigungen von Quadern.

Beweis. Die Quader S7 X - - - x S, mit S; € P; gehtren zum Produkt-Préring,
und damit auch endliche Vereinigungen davon. Wir miissen also zeigen, dass
das angegebene Mengensystem H (das aus den endlichen disjunkten Verei-
nigungen von Quadern besteht) ein Priring ist. Wir beschrianken uns dabei
auf den Fall von zwei Mengen (M,P) und (N, R), der allgemeine Fall folgt
daraus durch Induktion. Die leere Menge ist als leerer Quader in H enthalten.
Wir diskutieren zunéchst die Mengenoperationen fiir zwei Quader S; x T
und Sy X Ty. Der Durchschnitt davon ist gleich (S; x T7) N (Se x Ty) =
(S1NSy) x (11 N'Ty), also wieder ein Quader. Fiir die Vereinigung gilt

(Sl XTl)U(SQ XTQ) = ((Sl \SQ) le)ErJ((SlﬂSQ) X (T1UT2))H'J((SQ\51) X TQ),

was eine endliche disjunkte Vereinigung aus Quadern ist. Fiir die Differenz-
menge ist

(Sl X Tl) \ (SQ X TQ) = ((Sl \ SQ) X Tl) H ((Sl N SQ) X (Tl \ Tg))

ebenfalls eine endliche disjunkte Vereinigung von Quadern. Es seien nun
zwei disjunkte endliche Vereinigungen von Quadern, V; = [4),.; Q; und V5 =
;s Lj, gegeben. Dann ist

i\l = (L{d@-) \ <L{rJLj)

iel jeJ

(0 (2))



- ((Qi\Lm)\ ( v, Lj)) :
el ]€J7.77£.70

Nach der obigen Uberlegung ist Q; \ L;, fiir jedes i eine endliche disjunkte
Vereinigung von Quadern. Diese kann man zu einer disjunkten Vereinigung

von kleineren Quadern iiber eine groflere Indexmenge I’ zusammenfassen.
Die Behauptung folgt somit durch Induktion iiber die Anzahl von J. Fiir die

Vereinigung ist
icl jed

eine endliche Vereinigung von Quadern. Durch Induktion {iber die Anzahl
der Quader kann man unter Verwendung der obigen Uberlegung fiir zwei
Quader zeigen, dass man dies auch als eine endliche disjunkte Vereinigung
von Quadern darstellen kann. O

Der obige Beweis beeinhaltet insbesondere, dass man jede endliche Vereini-
gung von Quadern als eine endliche disjunkte Vereinigung schreiben kann.

Produktpramafle

LEMMA 65.3. Es seien (Mq, Py, 1), ..., (My, Pa, itn) Mengen mit darauf er-
kldarten Prdringen und Pramafen. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Die fiir eine endliche disjunkte Vereinigung V = #,.; Qi von Qua-
dern Q; = Sip X -++ X Sy, (wobei die Seiten endliches Majf$ haben)

durch
p(v) =3 n(Q)
iel
mit p(Q;) = p1(Sa): - 1n(Sin) definierte Zahl ist unabhdngig von
der gewdhlten Zerlequng.
(2) Seien p;(M;) < oo (insbesondere sei dies definiert). Dann ist die
Zuordnung V — p(V') ein Pramaf auf dem Produkt-Priring.
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Beweis. (1). Wir beschrénken uns im Beweis auf zwei Mengen (M, P, 7) und
(N, R, p), die allgemeine Aussage folgt daraus durch Induktion. Seien

V:LﬂQi:LﬂLg’

il jeJ

zwei Darstellungen einer Menge V' C M x N als endliche disjunkte Vereini-
gung von Quadern. Wir miissen » ,, u(Qi) = >_;c; #(L;) zeigen. Fiir jeden
Quader @Q); ist insbesondere @Q; C ey Lj. Damit ist auch

Qi = Qim<L'|_'JLj> = L"_'J(Qiij)~

jeJ jed

Nach Lemma 65.2 sind die Durchschnitte rechts selbst Quader. Damit er-
halten wir eine dritte Darstellung von V', die beide Darstellungen verfeinert.
Daher kénnen wir gleich annehmen, dass jedes L; Teilmenge eines ); ist.
Dann ist insbesondere Q; = 4 e, Lj mit einer gewissen Teilmenge J; C J,
wobei die J; fiir verschiedene ¢ disjunkt sind. Es geniigt also, fiir einen Quader

Q=AxB=HL;

jed

die Gleichheit 4(Q) = 3=, ; (L) zu zeigen. Da J endlich ist, sind iiberhaupt
nur endlich viele Seiten S; aus P und 7j aus R an diesen iiberdeckenden Qua-
dern beteiligt. Aus diesen Seiten kann man ein Mengensystem S bilden, das
aus allen moglichen Durchschnitten der S; und ihrer Komplemente A \ S;
besteht, und ein Mengensystem 7T bilden, das aus allen moglichen Durch-
schnitten der T; und ihrer Komplemente B\ T} besteht. Diese Mengen seien
mit Sy, A € A, und 7, v € I, bezeichnet. Damit kann man jeden Quader
L; als eine endliche disjunkte Vereinigung aus Quadern der Form Sy x T’
schreiben (das bedeutet, dass wir ein , Raster® einfiihren), und jeder dieser
Quader kommt in genau einem L; vor. Insgesamt ergibt sich

@) = m(4)-p(B)

MCRNCY

= (ZW(SA))'<ZP(TV))
=Y (8 p(T)

(Ay)EAXT

= Z 1Sy x T)

(A y)EAXT

= > ().

jeJ
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(2). Es sei V' = |4,y Vo eine abzéhlbare disjunkte Vereinigung, wobei V
und die V,, endliche disjunkte Vereinigungen von Quadern sind. Wir miissen
(V) =3, en (Vi) zeigen. Dies kann man direkt auf den Fall zuriickfiihren,
wo V = @ und V,, = @), Quader sind. Zu einer Teilmenge 7' C M x N und
zu x € M betrachten wir

T(z) ={y € N|(z,y) €T} .

Wenn T zum Produkt-Préaring gehort, also eine endliche disjunkte Vereini-
gung von Quadern ist, so gehoren diese Mengen zu R, da sie eine endliche
Vereinigung gewisser (IV-)Seiten dieser Quader sind. Zu einer positiven reel-
len Zahl a kann man die Menge

T = {z € M[p(T(z)) = a}

betrachten. Dies Menge ist wiederum eine endliche Vereinigung von (M-
)Seiten der beteiligten Quader und gehért somit zu P. Weiterhin kann 7 = ()
nur fiir endlich viele Werte a € R sein, namlich nur fiir die Summen der Werte
des Pramafles p der (N-)Seiten der beteiligten Quader. Mit diesen Notationen

gilt
p(T) = 3 w(1)
acR4
da dies fiir jeden Quader gilt und daraus durch Aufsummieren folgt. Sei also
nun Q = |4,y @n eine abzdhlbare Zerlegung in Quader. Wir miissen

mQ) = > Q)

neN
= lim ;N(Qi)

= lim p(Qo ... wQn)

zeigen. Nach Ubergang zu den Komplementen in Q ist dies dquivalent damit,
dass

lim u(7,) =0

n—oo
ist fiir 7, = Q \ (Qo W ... wQ,). Esist T,, | 0, und damit ist auch T,,(z) | 0

fir jedes © € M. Nach Lemma 63.4 ist daher lim,, o p(T,,(z)) = 0. Zu d > 0
definieren wir

T2 = {x € M|p(T(x)) > 0} = | T2
a>d
Da fiir jedes x € M die Folge p(T,,(x)) gegen 0 konvergiert, schrumpft die
Mengenfolge T>° fiir jedes § > 0 gegen (). Daraus folgt, wieder mit Lemma
63.4, dass lim,, . m(72%) = 0. Seien nun 6, ¢ > 0 gegeben. Zu € gibt es ein
ng mit w(T=%) < e fiir alle n > ny. Fiir diese n hat man dann insgesamt die
Abschétzung

WT) = 3 w(T)-a

acR4



= <Z7T (T) > (ZW(TS)-&)
< ( >+ Y. w17 -a

p(N)>a>s

< -0+ € p(N).

Da nach Voraussetzung 7T(M ) und p(N) endlich sind, kann man den letz-
ten Term durch geeignete Wahl von § und e beliebig klein machen. Daher
konvergiert p(71},) gegen 0. O

SATZ 65.4. Es seien n o-endliche Mafraume (My, Ay, 1), ..., (M, Ay, tin)
gegeben. Dann gibt es genau ein (o-endliches) MafS u auf der Produkt-o-
Algebra A1 ®---® A, das fir alle messbaren Quader (deren Seiten endliches
Maf besitzen) den Wert

Wy % - X To) = (T3)- - -pn(Th)
besitzt.

Beweis. Wir beschranken uns auf den Fall von zwei o-endlichen Mafirau-
men (M, A, 7) und (N, B, p). Es seien M,,, n € N, bzw. N,,, n € N, jeweils
Ausschopfungen der Rdume durch Teilmengen mit endlichem Maf. Die Ein-
deutigkeit folgt aus Satz 63.7, da das Mafl auf dem durchschnittsstabilen
Erzeugendensystem aller Quader festgelegt ist, und die Mengen M, x N,
n € N, eine Ausschopfung des Produktraumes mit endlichem Maf} bilden.

Zur Existenz. Wir ersetzen zuerst die Ausschopfungen durch disjunkte Verei-
nigungen, indem wir M, \ M,,_; statt M,, betrachten. Dann bilden die M; x N,
(1,7) € N x N, eine disjunkte Vereinigung von M x N. Da ein Maf§ durch
die Einschréankungen auf einer abzédhlbaren disjunkten Vereinigung eindeutig
bestimmt ist, gentigt es, auf jedem M; x N; ein Mafl zu konstruieren. D.h.
wir konnen annehmen, dass die Maflie 7 und p endlich sind. Es sei H der
Produkt-Praring auf M x N. Nach Lemma 65.3 gibt es auf diesem Mengen-
system ein wohldefiniertes Pramafl, das auf den Quadern durch das Produkt
der Seitenmafle gegeben ist. Aufgrund von Satz 64.7 kann man dieses Pramaf}
zu einem Maf} auf der o-Algebra A ® B fortsetzen. O

DEFINITION 65.5. Es seien (M, Ay, 1), ..., (M, A, pin) o-endliche Maf3-
raume. Dann nennt man das in Lemma 65.3 und Satz 65.4 konstruierte Maf
das Produktmaf auf My x --- x M,. Es wird mit u; ® --- ® u, bezeichnet.
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