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Analysis 11
Vorlesung 48

Die Hesse-Form

Wir sind natiirlich auch an hinreichenden Kriterien fiir das Vorliegen von
lokalen Extrema interessiert. Wie schon im eindimensionalen Fall muss man
sich die zweiten Ableitungen anschauen, wobei die Situation natiirlich da-
durch wesentlich verkompliziert wird, dass es zu je zwei Richtungsvektoren
v und w eine zweite Richtungsableitung D, = D,D,, gibt. Die zweite Rich-
tungsableitung wird dadurch handhabbar, dass man sie in die sogenannte
Hesse-Form bzw. Hesse-Matrix zusammenfasst. Als solche ist sie eine sym-
metrische Bilinearform, die mit Methoden der linearen Algebra analysiert
werden kann. Diese Methoden werden wir im Folgenden entwickeln und ins-
besondere auf die Hesse-Form anwenden, um schlieSlich hinreichende Krite-
rien fiir die Existenz von lokalen Extrema zu erhalten.

DEFINITION 48.1. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, G C
V' eine offene Menge und
f: G—R
eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Zu P € G heifit die Abbildung
Hessp f: V xV — R, (u,v) — D, D, f(P),
die Hesse-Form im Punkt P € G.

DEFINITION 48.2. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, G C
V' eine offene Menge und

f: G—R
eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Es sei eine Basis v;, 1 =1, .. .,
von V' gegeben mit den zugehdrigen Richtungsableitungen D; := D, , @
1,...,n. Zu P € (G heifit dann die Matrix

DyD,f(P) --- DiD,f(P)

S

die Hesse-Matrix zu f im Punkt P beziiglich der gegebenen Basis.

DEFINITION 48.3. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und (—,—)
eine Bilinearform. Die Bilinearform heifit symmetrisch, wenn

(v,w) = (w,v)

fiir alle v,w € V gilt.
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LEMMA 48.4. Es sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, G C 'V
eine offene Menge und

f: G—R

eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Zu P € G st die Hesse-Form
eine symmetrische Bilinearform.

Beweis. Die Symmetrie folgt aus dem Satz von Schwarz. Seien u,v € V
Vektoren und

U = a1V1 + AoVs.

Dann gelten unter Verwendung von Satz 46.2, Proposition 46.1 und Lemma
43.5 die Gleichheiten

D.(D,f(P)) = (Df)p(v))
= (Df)p(arvi + agv))

w(ar(Df)p(v) + ax(Df)p(va))
= a1Dy(Dy, f(P)) + azDy(D,, f(P)).

|
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Eigenschaften von Bilinearformen

DEFINITION 48.5. Es sei K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum und (—, —) eine Bilinearform. Es sei vy, ..., v, eine Basis von
V. Dann heifit die n x n-Matrix

(Viy Vj)1<i j<n

die Gramsche Matriz von (—, —) beziiglich dieser Basis.

Die Hesse-Matrix ist beispielsweise die Gramsche Matrix der Hesse-Form
beziiglich der Standardbasis im R".

LEMMA 48.6. Es ser K ein Kérper, V' ein endlichdimensionaler K -Vektor-
raum und (—, —) eine Bilinearform. Es seien v = vy,...,v, und o = wy, ...,
w,, z2wei Basen von V und es seien G bzw. H die Gramschen Matrizen von
(—, —) beziiglich dieser Basen. Zwischen den Basiselementen gelten die Be-

ziehungen
n
w; = E CLZ'jUj,
Jj=1

die wir durch die Ubergangsmatriz A = (a;;);; ausdriicken. Dann besteht
zwischen den Gramschen Matrizen die Beziehung

H = AGA'.



Beweis. Es ist

n n
(W, ws) = (O ayvy, Y auvr)
j=1 k=1
= Z arjask (v, Vk)

1<jk<n

= Z rj < Z ask(vj,vk>)

1<j<n 1<k<n

= (AoGoAt)

rs’

g

DEFINITION 48.7. Es sei V' ein reeller Vektorraum mit einer symmetrischen
Bilinearform (—, —). Diese Bilinearfrom heif3t

(1) positiv definit, wenn (v,v) > 0 fiir alle v € V', v # 0 ist.

(2) negativ definit, wenn (v,v) < 0 fiir alle v € V| v # 0 ist.

(3) positiv semidefinit, wenn (v,v) > 0 fiir alle v € V' ist.

(4) negativ semidefinit, wenn (v,v) < 0 fiir alle v € V ist.

(5) indefinit, wenn (—, —) weder positiv semidefinit noch negativ semi-
definit ist.

Positiv definite symmetrische Bilinearformen nennt man auch Skalarproduk-
te.

Eine Bilinearform auf V kann man auf einen Untervektorraum U C V ein-
schranken, wodurch sich eine Bilinearform auf U ergibt. Wenn die urspriing-
liche Form positiv definit ist, so iibertragt sich dies auf die Einschriankung.
Allerdings kann eine indefinite Form eingeschrankt auf gewisse Unterrdume
positiv definit werden und auf andere negativ definit. Dies fiithrt zu folgender
Definition.

DEFINITION 48.8. Es sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum mit
einer symmetrischen Bilinearform (—, —). Man sagt, dass eine solche Biline-
arform den Typ

(p, q)
besitzt, wobei
p = max (dimg (U),U CV, (—, )|y positiv definit)
und
q := max (dimg (U),U CV, (=, —)|v negativ definit)

ist.



James Joseph Sylvester (1814-1897)

Bei einem Skalarprodukt auf einem n-dimensionalen reellen Vektorraum ist
der Typ (n,0). Wie fiir Skalarprodukte nennt man zwei Vektoren v, w € V
orthogonal beziiglich einer Bilinearform, wenn (v, w) = 0 ist, und &hnlich
wie im Fall eines Skalarproduktes kann man zeigen, dass es Orthogonalbasen
gibt. Die folgende Aussage nennt man den Trdgheitssatz von Sylvester.

SATZ 48.9. Es sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum mit einer
symmetrischen Bilinearform (—, —) vom Typ (p,q). Dann ist die Gramsche
Matriz von (—, —) beziiglich einer jeden Orthogonalbasis eine Diagonalmatriz
mit p positiven und q negativen Eintrdigen.

Beweis. Beziiglich einer Orthogonalbasis uy, . . ., u, hat die Gramsche Matrix
natiirlich Diagonalgestalt. Es sei p’ die Anzahl der positiven Diagonaleintriage
und ¢’ die Anzahl der negativen Diagonaleintriage. Die Basis sei so geordnet,
dass die ersten p’ Diagonaleintrige positiv, die folgenden ¢’ Diagonaleintriage
negativ und die iibrigen 0 seien. Auf dem p’-dimensionalen Unterraum U =
(u1,...,uy) ist die eingeschrénkte Bilinearform positiv definit, so dass p’ < p
gilt. Sei W = (up41,...,u,), auf diesem Unterraum ist die Bilinearform
negativ semidefinit. Dabei ist V = U & W, und diese beiden Réume sind
orthogonal zueinander.

Angenommen, es gebe einen Unterraum U’, auf dem die Bilinearform positiv
definit ist, und dessen Dimension p grofler als p’ ist. Die Dimension von W
ist n — p/ und daher ist W N U’ # 0. Fiir einen Vektor w € W N U’ ergibt
sich aber direkt der Widerspruch (w,w) > 0 und (w,w) < 0. O



Minorenkriterien fiir symmetrische Bilinearformen'

SATZ 48.10. Sei (—, —) eine symmetrische Bilinearform auf einem endlich-
dimensionalen reellen Vektorraum V und sei vy, ..., v, eine Basis von V. Es
sei G die Gramsche Matriz zu (—, —) beziiglich dieser Basis. Die Determi-
nanten Dy, der quadratischen Untermatrizen

My = ((vi, v5))1<ij<k

seien alle von 0 verschieden fir k = 1,...,n. Es sei q die Anzahl der Vor-
zeitchenwechsel in der Folge

D():l, Dlzdet Ml, DQZdet Mg,...,Dn:det Mn:detG
Dann ist (—,—) vom Typ (n — q,q).

Beweis. Da nach Voraussetzung insbesondere die Determinante der Gram-
schen Matrix nicht 0 ist, ist die Bilinearform nicht ausgeartet und daher hat
der Typ die Form (n — b, b). Wir miissen zeigen, dass b = ¢ ist. Wir beweisen
die Aussage durch Induktion iiber die Dimension von V', wobei der Induk-
tionsanfang trivial ist. Die Aussage sei bis zur Dimension n — 1 bewiesen
und es liege ein n-dimensionaler Raum mit einer Basis vy,...,v, mit den
angegebenen Eigenschaften vor. Der Unterraum

U = <U1,...,Un,1>

hat die Dimension n — 1 und die Folge der Determinanten der Untermatrizen
der Gramschen Matrix zur eingeschriankten Form (—, —)|y stimmt mit der
vorgegebenen Folge iiberein, wobei lediglich das letzte Glied

D, = det M,, = det G

weggelassen wird. Nach Induktionsvoraussetzung besitzt (—, —)|y den Typ
(n —1—a,a), wobei a die Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Folge

-DO - ]-7 D17“'7Dn—1
ist. Aufgrund der Definition des Typs ist
a<b<a+1l,

da ein b-dimensionaler Unterraum W C V', auf dem die Bilinearform negativ
definit ist, zu einem Unterraum W' = U N'W C U fiihrt, der die Dimension
b oder b — 1 besitzt und auf dem die eingeschrankte Form ebenfalls negativ
definit ist. Nach Aufgabe 48.5 ist das Vorzeichen von D,,_; gleich (—1)* und
das Vorzeichen von D,, gleich (—1)°. Das bedeutet, dass zwischen D,,_; und
D,, ein zusétzlicher Vorzeichenwechsel genau dann vorliegt, wenn

b=a+1
ist. O

lUnter einem Minor versteht man die Determinante einer quadratischen Untermatrix
einer Matrix. Man koénnte also genauso gut von einem Determinantenkriterium sprechen.
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KOROLLAR 48.11. Sei (—,—) eine symmetrische Bilinearform auf einem
endlichdimensionalen reellen Vektorraum und sei vq,...,v, eine Basis von
V. Es sei G die Gramsche Matriz zu (—, —) beziglich dieser Basis und es
seien Dy die Determinanten der quadratischen Untermatrizen

My = ({v;, Uj>)1§i,j§k, k=1,...,n.
Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Genau dann ist (—, —) positiv definit, wenn alle Dy positiv sind.
(2) Genau dann ist (—, —) negativ definit, wenn das Vorzeichen in der
Folge Dy =1, Dy, Do, ..., D, an jeder Stelle wechselt.

Beweis. (1). Wenn die Bilinearform positiv definit ist, so ist nach Aufgabe
48.15 das Vorzeichen der Determinante der Gramschen Matrix gleich (—1)° =
1, also positiv. Da die Einschrinkung der Form auf die Unterrdume U; =
(v1,...,v;) ebenfalls positiv definit ist, sind auch die Determinanten zu den
Untermatrizen positiv. Wenn umgekehrt die Determinanten alle positiv sind,
so folgt aus Satz 48.10, dass die Bilinearform positiv definit ist. (2) folgt aus
(1), indem man die negative Bilinearform, also —(—, —), betrachtet. d
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