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Analysis 11

Vorlesung 32

Die Riemannsche Zeta-Funktion im Reellen

Nach Beispiel 31.6 existiert fiir ¢ < —1 das uneigentliche Integral floo ¢ dt,
so dass aufgrund von Lemma 31.9 auch die Reihen > 2 n® = > 7 nfc
konvergieren. Daher ist die folgende Funktion wohldefiniert.

DEFINITION 32.1. Die Riemannsche (-Funktion ist fir s € R mit s > 1
definiert durch

()= .

ns
n=1

Diese Funktion lédsst sich komplex fortsetzen und spielt eine wichtige Rolle
in der Zahlentheorie.

Die Fakultatsfunktion

Die Fakultdt einer natiirlichen Zahl n ist n! =n-(n—1)-(n —2)---3-
2 - 1. Dabei gilt die rekursive Beziehung n! = n - ((n — 1)!). Gibt es eine
Moglichkeit, diese fiir die natiirlichen Zahlen definierte Funktion auf R
durch eine differenzierbare Funktion f fortzusetzen? Ist es sogar moglich,
dass dabei die Bezichung f(x) = zf(x — 1) fiir jedes x gilt? Wir werden mit
Hilfe von uneigentlichen Integralen zeigen, dass dies in der Tat moglich ist.
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BEISPIEL 32.2. Sei x > —1. Wir betrachten die Funktion
R, — R, t — t"e".

Wir behaupten, dass das uneigentliche Integral

/ tTet dt
0

existiert. Fiir den rechten Rand (also 0o) betrachten wir eine natiirliche Zahl
n > x. Da die Exponentialfunktion schneller wéchst als jede Polynomfunk-
tion, gibt es ein a € R, derart, dass ez < 1 gilt fiir alle ¢ > a. Daher

1st
b b
/ tPe tdt < / the t dt
a (lb . .
= /t"e_2e_2dt
(Lb .
/e‘Zdt

IN



a b

= 92 (@_§ — 6_5)

< 2¢7 %,
Fiir b — oo wichst das linke Integral und ist durch 2e~% beschrinkt, so
dass der Grenzwert existiert. Fiir das Verhalten am linken Rand (das nur
bei —1 < x < 0 problematisch ist) miissen wir wegen e~* < 1 nach Lemma
31.4 nur fol t* dt betrachten. Eine Stammfunktion davon ist —5#**!, deren
Exponent positiv ist, so dass der Limes fiir ¢ — 0 existiert.

/ tTe t dt
0

existiert also fiir z € R, x > —1. Dies ist der Ausgangspunkt fiir die Defini-
tion der Fakultatsfunktion.

Das uneigentliche Integral

DEFINITION 32.3. Fiir x € R, x > —1, heiffit die Funktion
xr +— Fak (z) := / t et dt
0
die Fakultditsfunktion.

Die fiir x > 0 durch

[(x) :=Fak(z — 1) = / t" et dt
0
definierte Funktion heifit Gammafunktion, mit der haufiger gearbeitet wird.
Mit der Fakultédtsfunktion werden aber die Formeln etwas schoner und insbe-
sondere wird der Zusammenhang zur Fakultét, der in der folgenden Aussage
aufgezeigt wird, deutlicher.

Factorial function

SATZ 32.4. Die Fakultdtsfunktion besitzt die folgenden Eigenschaften.

(1) Esist Fak (z) = x - Fak (x — 1) fiir x > 0.
(2) Esist Fak (0) = 1.



(3) Es ist Fak (n) = n! fur natirliche Zahlen n € N.
(4) Es ist Fak (—

1
2

Beweis. (1) Mittels partieller Integration ergibt sich (fiir reelle Zahlen b >
a > 0 bei fixiertem z > 0)

b b
/tme_tdt = —t% —t2+/ ot et dt

b
= —bet4a%e 4 1- / T et dt.

Fiir b — oo geht b%e™® — 0 und fiir @ — 0 geht a®e @ — 0 (da  positiv

ist). Wendet man auf beide Seiten diese Grenzwertprozesse an, so erhilt man
Fak () = z - Fak (z — 1). (2). Es ist

Fak (0) = / etdt = et =1
0

(3) folgt aus (1) und (2) durch Induktion. (4). Es ist

1 o 1 o 2 o 2
Fak <—§> = / t2etdt = 2/ e ¥ ds = / e ds = \/m.
0 0 —o0

Dies ergibt sich mit der Substitution ¢+ = s? und dem sogenannten Fehlerin-
tegral. U

Die Fakultéatsfunktion ist auch stetig und differenzierbar, was wir aber nicht
beweisen werden.

Euklidische Vektorraume

Wir beginnen nun mit der hoherdimensionalen Analysis. Dazu miissen wir
zunéchst die topologischen Grundbegriffe (Abstand, Folgen, Stetigkeit, Grenz-
werte) auf den R™ erweitern. Wir beginnen mit Vektorrdumen mit einem
Skalarprodukt.

Im Anschauungsraum kann man nicht nur Vektoren addieren und skalieren,
sondern ein Vektor hat auch eine Lénge, und die Lagebeziehung von zwei
Vektoren zueinander wird durch den Winkel zwischen ihnen ausgedriickt.
Lange und Winkel werden beide durch den Begriftf des Skalarprodukts prazi-
siert. Dafiir muss ein reeller Vektorraum oder ein komplexer Vektorrdume
vorliegen.

DEFINITION 32.5. Sei V ein reeller Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf V ist
eine Abbildung
VxV —R, (v,w) — (v,w) ,

mit folgenden Eigenschaften:



(1) Es ist
(Mx1+ Aowo, y) = A1 (1, Y) + A2 (22, Y)

fiir alle A1, A2 € R, 1,22,y € V und ebenso in der zweiten Kompo-
nente.
(2) Es ist
<va w> = <w>v>
fir alle v,w € V.
(3) Es ist (v,v) > 0 fiir alle v € V und (v,v) = 0 genau dann, wenn
v =0 ist.

Die dabei auftretenden Eigenschaften heilen Bilinearitit, Symmetrie und
positive Definitheit.

BEISPIEL 32.6. Auf dem R" ist die Abbildung
R*" xR" — R, (v,w) = ((v1,...,0), (wy,...,w,)) —> Zviwi,
i=1

ein Skalarprodukt, das man das Standardskalarprodukt nennt. Eine einfache
Rechnung zeigt, dass dies in der Tat ein Skalarprodukt ist.

Beispielsweise ist im R3 mit dem Standardskalarprodukt

3 ~1
< —5],( 4 >_3~(—1)—5~4+2~6_—11.
2 6

DEFINITION 32.7. Ein reeller, endlichdimensionaler Vektorraum, der mit ei-
nem Skalarprodukt versehen ist, heifit euklidischer Vektorraum.

Zu einem euklidischen Vektorraum V' ist jeder Untervektorraum U C V
selbst wieder ein euklidischer Vektorraum, da man das Skalarprodukt auf U
einschranken kann und dabei die definierenden Eigenschaften erhalten blei-
ben.

Im komplexen Fall sieht die Definition etwas anders aus. Es liegt keine Bi-
linearitdt und keine Symmetrie im strengen Sinne vor, sondern nur bis auf
komplexe Konjugation. Diese Variante ist notig, um die positive Definitheit
zu sichern, auf der der Abstandsbegriff ruht.

DEFINITION 32.8. Sei V' ein komplexer Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf
V' ist eine Abbildung

VxV —C, (v,w) — (v,w),

mit folgenden Eigenschaften:



(1) Es ist
(M1 + A2, y) = i (T1,9) + A2 (22, 9)
fiir alle Ay, Ay € C, 21,29,y € V und
(, My + Aaa) = A (2, 01) + Ao (2, 42)

fiir alle )\1,/\2 S (C, x,Y1,Y2 € V.
(2) Es ist

(v,w> = <wvv>
fiir alle v,w € V.
(3) Es ist (v,v) > 0 fiir alle v € V und (v,v) = 0 genau dann, wenn
v = 0 ist.

DEFINITION 32.9. Das auf dem C™ durch

<U, U> = Z uzv_z
i=1
gegebene Skalarprodukt heifit (komplezes) Standardskalarprodukt.

Wir werden die beiden Fille parallel behandeln. Wenn man zu einem kom-
plexen Vektorraum mit einem Skalarprodukt (—, —) den zugrunde liegenden
reellen Vektorraum betrachten, so ist der Realteil des komplexen Skalarpro-
dukts ein reelles Skalarprodukt, siehe Aufgabe 32.8. Daher kann man sich
bei Abstandsfragen auf den reellen Fall konzentrieren.

Norm und Abstand

Mit einem Skalarprodukt kann man die Lénge eines Vektors und damit auch
den Abstand zwischen zwei Vektoren erkléren.

DEFINITION 32.10. Sei V' ein Vektorraum iiber K mit einem Skalarprodukt
(—, —). Dann nennt man zu einem Vektor v € V' die reelle Zahl

[[v]l= v/ {v,v)
die Norm von v.

SATZ 32.11. Sei V' ein Vektorraum tber K mit einem Skalarprodukt (—, —)
und der zugehorigen Norm || —||. Dann gilt die Cauchy-Schwarzsche Abschét-
zung, ndamlich

fiir alle v,w € V.

Beweis. Bei w = 0 ist die Aussage richtig. Sei also w # 0 und damit auch
||w]|# 0. Damit hat man die Abschitzungen

0 < (o=t )



(v, w) (v, w)
= <va> - <w7 U> - <U7w> + <w7w>
|| w][? [|w]]? [|w]]*
(v, w) (v, w) (v, w) (v, w)
= <U7U> - <U7w> - <U’w> +
|wl]? [|w]]? [|w]]?
(v, w) (v, w)
= <U7U> -
lw]f
[{v, w)]
<U7U> - :
[|wl]?
Multiplikation mit ||w ||* und Wurzelziehen ergibt das Resultat. O

BEMERKUNG 32.12. Fiir zwei von 0 verschiedene Vektoren v und w in einem
euklidischen Vektorraum V' folgt aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz,
dass

o _ww)
= ol - w]] =

ist. Damit kann man mit Hilfe der trigonometrischen Funktion Kosinus bzw.
der Umkehrfunktion den Winkel zwischen den beiden Vektoren definieren,

namlich durch
(v, w)

Z(v,w) := arccos :
’ ol] - [[w]]

LEMMA 32.13. Sei V' ein Vektorraum iber K mit einem Skalarprodukt{—, —).
Dann gelten fiir die zugehorige Norm folgende Eigenschaften.

(1) [[v]|=0,
(2) ||v||=0 genau dann, wenn v =0 ist.

(3) Fir N € K undv €V gilt
[[Xol|= Al o] -
(4) Firv,w eV gilt
lv+wl[<[[v]] + [lw]] .
Beweis. Die ersten beiden Eigenschaften folgen direkt aus der Definition des
Skalarprodukts. Die Multiplikativitat folgt aus
X0 = (o, do) = Ao, o) = AN (v,0) = A [[v]]? .

Zum Beweis der Dreiecksungleichung schreiben wir

(v+w, v+ w)

= ol + el + (o) + o)
= Jlol? + [l +2Re ({o,u))
< loll” + llwl” +2 (v, w)]

o +w]|*

Aufgrund von Satz 32.11 ist dies < (]|v|| + ||w]||)*. Diese Abschitzung iiber-
tragt sich auf die Quadratwurzeln. O
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LEMMA 32.14. Sei V' ein Vektorraum iiber R mit einem Skalarprodukt (—, —)

und der zugehorigen Norm || —||. Dann gilt die Beziehung
1
(v,w) = 5 (Ilo+w|P* = flvl]* = [Jw][).
Beweis. Siehe Aufgabe 32.6. O
DEFINITION 32.15. Sei V' ein Vektorraum iiber K mit einem Skalarprodukt
(—,—). Zu zwei Vektoren v,w € V nennt man
d(v,w) :=|[v—wl]

den Abstand zwischen v und w.

LEMMA 32.16. Sei V' ein Vektorraum iber K mit einem Skalarprodukt (—, —).
Dann besitzt der zugehorige Abstand die folgenden Figenschaften (dabei sind
u,v,we V).

(1) Esist d(v,w) > 0.

(2) Esist d(v,w) =0 genau dann, wenn v = w.

(3) Es st d(v,w) = d(w,v).

(4) Es st

d(u, w) < d(u,v) + d(v,w).

Beweis. Siehe Aufgabe 32.10. U

Damit ist ein euklidischer Raum insbesondere ein metrischer Raum, womit
wir uns in den néchsten Vorlesungen beschéftigen werden.

Isometrien

DEFINITION 32.17. Es seien V und W zwei euklidische Vektorrdume und sei
p: V—W
eine lineare Abbildung. Dann heift ¢ eine Isometrie, wenn fiir alle v,w € V
gilt:
(o(v), p(w)) = (v, w) .
LEMMA 32.18. Es seien V und W zwei euklidische Vektorrdume und sei
p: V—W
eine lineare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent
(1) @ ist eine Isometrie.

(2) Fir alle u,v € V ist d(¢(u), ¢(v)) = d(u,v).
(3) Fiir alle v eV ist ||¢(v)||=]|v]|.

Beweis. Die Richtungen (1) = (2) und (2) = (3) sind Einschrénkungen und
(3) = (1) folgt aus Lemma 32.14. O
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