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Analysis 1
Vorlesung 3

Korper

Wir werden nun die Eigenschaften der reellen Zahlen besprechen. Grundle-
gende Eigenschaften von mathematischen Strukuren werden als Axiome be-
zeichnet. In der Mathematik werden sdmtliche Eigenschaften aus den Axio-
men logisch abgeleitet. Die Axiome fiir die reellen Zahlen gliedern sich in al-
gebraische Axiome, Anordnungsaxiome und das Vollstdndigkeitsaxiom. Die
algebraischen Axiome werden im Begriff des Korpers zusammengefasst. Un-
ter algebraischen Eigenschaften versteht man solche Eigenschaften, die sich
auf die Rechenoperationen, also die Addition, die Subtraktion, die Multi-
plikation und die Division, beziehen. Diese Operationen ordnen zwei reellen
Zahlen eine weitere reelle Zahl zu, es handelt sich also um Verkniipfungen.

DEFINITION 3.1. Eine Menge K heifit ein Kdrper, wenn es zwei Verkniipfun-
gen (genannt Addition und Multiplikation)

+: A XK —Kund -: K x K — K

und zwei verschiedene Elemente 0,1 € K gibt, die die folgenden Eigenschaf-
ten erfiillen.

(1) Axiome der Addition
(a) Assoziativgesetz: Fiir alle a,b, ¢ € K gilt: (a+b)+c = a+(b+c).
(b) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € K gilt a + b=+ a.
(c) 0 ist das neutrale Element der Addition, d.h. fiir alle a € K ist
a+0=a.
(d) Existenz des Negativen: Zu jedem a € K gibt es ein Element
be Kmita+b=0.
(2) Axiome der Multiplikation
(a) Assoziativgesetz: Fiir alle a,b,c € K gilt: (a-b)-c=a-(b-c).
(b) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € K gilt a-b=1"b"-a.
(c) 1ist das neutrale Element der Multiplikation, d.h. fiir allea € K
ista-1=a.
(d) Existenz des Inversen: Zu jedem a € K mit a # 0 gibt es ein
Element ¢ € K mit a-c = 1.
(3) Distributivgesetz: Fiir alle a,b,c € K gilt a-(b+c¢) = (a-b) + (a-c).

Dass all diese Axiome fiir die reellen Zahlen (und die rationalen Zahlen) mit
den natiirlichen Verkniipfungen gelten, ist aus der Schule bekannt. Unter

Verwendung des Gruppenbegriffs kann man auch sagen, dass ein Korper eine
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Menge mit zwei Verkniipfungen + und - und zwei fixierten Elementen 0 # 1
ist, derart, dass (K, +,0) und K\ {0}, -, 1 jeweils kommutative Gruppen sind
und dass das Distributivgesetz gilt. Daher gelten fiir die Addition und die
Multiplikation héufig strukturell dhnliche Eigenschaften. Da wir in dieser
Vorlesung die Gruppentheorie nicht systematisch entwickeln werden, ist das
nur eine Nebenbemerkung.

In einem Korper gilt die Klammerkonvention, dass die Multiplikation stérker
bindet als die Addition. Man kann daher a - b + ¢ - d statt (a - ) + (c -
d) schreiben. Zur weiteren Notationsvereinfachung wird das Produktzeichen
haufig weggelassen. Die besonderen Elemente 0 und 1 in einem Kérper werden
als Nullelement und als Einselement bezeichnet. Nach der Definition miissen
sie verschieden sein.

Die wichtigsten Beispiele fiir einen Korper sind fiir uns die rationalen Zahlen,
die reellen Zahlen und die komplexen Zahlen, die wir spéter kennenlernen
werden.

LeEMMA 3.2. In einem Kérper K ist zu einem Element v € K das Element
y mit v +y = 0 eindeutig bestimmt. Bei x # 0 ist auch das Element z mit
rz = 1 eindeutig bestimmd.

Beweis. Sei x vorgegeben und seien y und 3’ Elemente mit z+y = 0 = z+v/'.
Dann gilt
y=yt0=y++y) =yta)+y =@y +y =0+y =y
Insgesamt ist also y = /. Fiir den zweiten Teil sei x vorgegeben mit = # 0.
Es seien z und 2z’ Elemente mit xz = 1 = x2’. Dann ist
z =21 = z(z2) = (22)7 = 12/ = 2.

Also ist z = 2. O

Zu einem FElement a € K nennt man das nach diesem Lemma eindeutig
bestimmte Element y mit a + y = 0 das Negative von a und bezeichnet es
mit —a. Es ist —(—a) = a, da wegen a + (—a) = 0 das Element a gleich dem
eindeutig bestimmten Negativen von —a ist.

Statt b + (—a) schreibt man abkiirzend b — a und spricht von der Differenz.
Die Differenz ist also keine grundlegende Verkniipfung, sondern wird auf die
Addition mit dem Negativen zuriickgefiihrt.

Das zu a € K, a # 0, nach diesem Lemma eindeutig bestimmte Element z

mit az = 1 nennt man das Inverse von a und bezeichnet es mit a~!.

Fiir a,b € K, b # 0, schreibt man auch abkiirzend
a/b = % = ab'.

Die beiden linken Ausdriicke sind also eine Abkiirzung fiir den rechten Aus-
druck.
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Zu einem Korperelement ¢ € K und n € N wird o™ als das n-fache Produkt
von a mit sich selbst definiert, und bei a # 0 wird a™™ als (a~!)" interpretiert.

Ein ,kurioser® Kérper wird im folgenden Beispiel beschrieben. Dieser Kérper
mit zwei Elementen ist in der Informatik und der Kodierungstheorie wichtig,
wird fiir uns aber keine grofle Rolle spielen. Er zeigt, dass es nicht fiir jeden
Korper sinnvoll ist, seine Elemente auf der Zahlengeraden zu verorten.

BEISPIEL 3.3. Wir suchen nach einer Koérperstruktur auf der Menge {0, 1}.
Wenn 0 das neutrale Element einer Addition und 1 das neutrale Element einer
Multiplikation sein soll, so ist dadurch schon alles festgelegt, da 1 +1 =0
sein muss, da 1 ein inverses Element beziiglich der Addition besitzen muss,
und da in jedem Korper nach Lemma 3.4 (1) 0-0 = 0 gelten muss. Die
Operationstafeln sehen also wie folgt aus.

+]Oo[1]

010
11

und

o]t |
000
101

Durch etwas aufwéndiges Nachrechnen stellt man fest, dass es sich in der Tat
um einen Koérper handelt.

Die folgenden Eigenschaften sind fiir den Korper der reellen Zahlen vertraut,
wir beweisen sie aber allein aus den Axiomen eines Korpers. Sie gelten daher
fiir einen jeden Korper.

LEMMA 3.4. Es sei K ein Kérper und seien a,b,c,aq,...,a,,by,...,bs Ele-
mente aus K. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) a0 =0 (Annullationsregel ).

) .

) (—a)(—=b) = ab (Vorzeichenregel ).

) a(b—c¢) = ab — ac.

) (Qim1 @)Dkt bk) = D1 cicr 1<p<s @bk (allgemeines Distributivge-
setz). S

(6) Aus a-b=20 folgt a =0 oder b= 0.

Beweis. (1) Esist a0 = a(0+0) = a0+a0. Durch beidseitiges Abziehen
von a0 ergibt sich die Behauptung.

(2)
(—a)b+ab = (—a+a)b =0b =0

nach Teil (1). Daher ist (—a)b das (eindeutig bestimmte) Negative
von ab. Die zweite Gleichheit folgt analog.



(3) Nach (2) ist (—(—a))b = (—a)(—b) und wegen —(—a) = a folgt die
Behauptung.

(4) Dies folgt auch aus dem bisher Bewiesenen.

(5) Dies folgt aus einer Doppelinduktion, siche Aufgabe 3.17.

(6) Nehmen wir an, dass a und b beide von 0 verschieden sind. Dann gibt
es dazu inverse Elemente a™! und 6=! und daher ist (ab)(b~'a™!) =
1. Andererseits ist aber nach Voraussetzung ab = 0 und daher ist
nach der Annullationsregel

(ab)(b™'a™) = 0(b*a™ ) = 0,
so dass sich der Widerspruch 0 = 1 ergibt.

Die rationalen Zahlen

Wir geben eine Definition der rationalen Zahlen allein unter Bezug auf die
ganzen Zahlen.

DEFINITION 3.5. Unter einer rationalen Zahl versteht man einen Ausdruck

der Form
a

E )
wobei a,b € Z und b # 0 sind, und wobei zwei Ausdriicke ¢ und ¢ genau
dann als gleich betrachtet werden, wenn ad = be (in Z) gilt. Die Menge aller
rationalen Zahlen wird mit Q bezeichnet.

Bei ¢ heifit a der Zdhler und b der Nenner der rationalen Zahl. Fiir die
rationale Zahl § schreibt man einfach a. In diesem Sinne sind ganze Zah-
len insbesondere auch rationale Zahlen. Es gelten die folgenden Identitéten
(dabei seien ¢, d # 0, ansonsten seien alle a, b, ¢, d € Z beliebig).

(1)

S
—1

(2) .
=0,
c

(3) .
S,
c

(4)
o _ad
¢ cd’

Die Addition und die Multiplikation auf rationalen Zahlen wird folgender-
maflen festgelegt.



ab

b _ab
d cd’

ole

(2)

a b ad + be

+ - =
c d cd
Man addiert also zwei rationale Zahlen, indem man die Nenner gleichnamig
macht. Diese Operationen sind wohldefiniert und wieder assoziativ, kommu-
tativ und es gilt das Distributivgesetz. Diese Eigenschaften kann man auf die
entsprechenden Eigenschaften der ganzen Zahlen zuriickfithren, siehe Aufga-
be 3.1.

Die 0 = % hat wieder die Eigenschaft

a a
O+—- = -+
+ b b
und die 1 = % hat wieder die Eigenschaft
a a
1.- = —.
b b
Ferner gibt es wieder zu einer rationalen Zahl ¢ die negative Zahl —¢ = 5*.

Sie besitzt die charakteristische FEigenschaft

_a+a7—a+a70
b b b e

Zu einer rationalen Zahl § mit a,b # 0 (also wenn Zéhler und Nenner von 0
verschieden sind) ist auch der umgedrehte Bruch % eine rationale Zahl, und
es gilt

a _ab
S = =
Man nennt % die inverse rationale Zahl zu . Mit all diesen Festlegungen ist
Q ein Korper.

1.

Q|

Man kann die rationalen Zahlen auf der Zahlengeraden platzieren (die ganzen
Zahlen seien dort schon platziert). Die rationale Zahl § mit a,b € N, findet
man so: Man unterteilt die Strecke von 0 nach a in b gleichlange Teilstrecken.
Die Zahl { ist dann die rechte Grenze des (von links) ersten Teilintervalls.
Insbesondere ist % die Lénge des Intervalls, dass b-fach nebeneinander gelegt
die Einheitsstrecke (oder das Einheitsintervall) ergibt.!

Als Punkte auf der Zahlengeraden lassen sich rationale Zahlen ihrer Grofie

nach vergleichen. Dabei gilt fiir  und § mit a,b,c,d € N die Beziehung

a c
b — d

IDie Frage, wie man diese Unterteilung elementar durchfiihrt, besprechen wir hier
nicht.
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genau dann, wenn in Z die Beziehung
ad > be

gilt. Um dies einzusehen, bringt man die beiden rationalen Zahlen auf den

Hauptnenner, d.h. man vergleicht Z—g und g—g. Die Groflerbeziehung héngt

dann allein von den beiden Zahlern ab.

Die Binomialkoeflizienten

DEFINITION 3.6. Zu einer natiirlichen Zahl n nennt man die Zahl
nl:=nn-1)Mn-2)---3-2-1
die Fakultdt von n (sprich n Fakultét).

Bei einer n-elementigen Menge M gibt es n! bijektive Abbildungen von M
nach M. Gleichbedeutend damit ist, dass es n! Moglichkeiten gibt, n Objekte
auf n Platze zu verteilen.

DEFINITION 3.7. Es seien k und n natiirliche Zahlen mit k& < n.?2 Dann nennt

man
n\ n!
k) kY(n—k)!

den Binomialkoeffizienten ,,n iiber k“.

Diesen Bruch kann man auch als
nn—1)mn-2)---(n—k+2)(n—Fk+1)
k(k—1)(k—2)---2-1

schreiben, da die Faktoren aus (n — k)! auch in n! vorkommen und daher
kiirzbar sind. In dieser Darstellung stehen im Zéhler und im Nenner gleich
viele Faktoren. Von der Definition her ist es nicht sofort klar, dass es sich bei
den Binomialkoeffizienten um natiirliche Zahlen handelt. Dies folgt aus der
folgenden Beziehung.

1 9 36 8 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Das Dreieck der Binomialkoeffizienten war in Indien und in Persien schon um
1000 bekannt,

2Bei k > n setzen wir die Binomialkoeffizienten gleich 0.
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in Europa heifit es das Pascalsche Dreieck (nach Blaise Pascal (1623-1662)).

LEMMA 3.8. Die Binomialkoeffizienten erfiillen die rekursive Bedingung

n+1\ [n n n
k - \k k—1)"
Beweis. Siehe Aufgabe 3.11. O

Der Binomialkoeffizient (Z) hat die folgende inhaltliche Bedeutung: Er gibt

fiir eine n-elementige Menge M die Anzahl sdmtlicher k-elementigen Teil-
mengen von M an, siche Aufgabe 3.14.

Die folgende Formel bringt die Addition und die Multiplikation in einem
Korper miteinander in Beziehung.



8
SATZ 3.9. Es seien a,b Elemente in einem Korper. Ferner sein eine nattrli-
che Zahl. Dann gilt
" /n
a+b)" = akpnk
@i =3 (})

Beweis. Wir fithren Induktion nach n. Fiir n = 0 steht einerseits (a+b)° =1
und andererseits a’h® = 1. Sei die Aussage bereits fiir n bewiesen. Dann ist

(a+b)"™" = (a+0b)(a+0b)"

= (a+b) <§ (Z) akbn—k>
(£ (20

_ Z <Z) aF ik Z (Z) akpr—kt1
k=0
n+1

_ n kpn—k+1 N\ kpn—k+1
= Z k—l)ab +kz:%(k)ab

k=1 (
— n n kpn+l—k 1
— n+1— n+
=2 () ()
k=1
n+1
— Z (n + 1) akbn—i—l—k + bn+1
k
k=1
n+1
k
k=0

(a+b)’ =
b a b a’*+3ab+3ab’ +b°
a b
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