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Analysis 1

Vorlesung 13

Der Zwischenwertsatz

Wir interessieren uns dafiir, was unter einer stetigen Abbildung f: R — R
mit einem Intervall passiert. Der Zwischenwertsatz besagt, dass das Bild
wieder ein Intervall ist.
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SATZ 13.1. Seien a < b reelle Zahlen und sei f: [a,b] — R eine stetige
Funktion. Es sei u € R eine reelle Zahl zwischen f(a) und f(b). Dann gibt
es ein ¢ € [a,b] mit f(c) = u.

Beweis. Wir beschrinken uns auf die Situation f(a) < u < f(b) und zeigen
die Existenz von einem solchen ¢ mit Hilfe einer Intervallhalbierung. Dazu
setzt man ag := a und by := b, betrachtet die Intervallmitte ¢y := @ und
berechnet

f(co) -
Bei f(co) < u setzt man
ay := co und by := by
und bei f(cy) > u setzt man
ay :=ag und by := ¢y .
In jedem Fall hat das neue Intervall [ay, b;] die halbe Lénge des Ausgangs-

intervalls und liegt in diesem. Da es wieder die Voraussetzung f(a;) < u <
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f(by) erfiillt, kénnen wir darauf das gleiche Verfahren anwenden und gelan-
gen so rekursiv zu einer Intervallschachtelung. Sei ¢ die durch diese Inter-
vallschachtelung definierte reelle Zahl. Fiir die unteren Intervallgrenzen gilt
f(a,) < u und das iibertriagt sich wegen der Stetigkeit nach dem Folgenkri-
terium auf den Grenzwert ¢, also f(c) < u. Fiir die oberen Intervallgrenzen
gilt f(b,) > w und das iibertréigt sich ebenfalls auf ¢, also f(c) > u. Also ist
f(e) = u. O

Die in diesem Beweis beschriebene Methode ist konstruktiv und kann zu
einem expliziten Verfahren ausgebaut werden.
KOROLLAR 13.2. Seien a < b reelle Zahlen und sei f: [a,b] — R eine stetige
Funktion mit f(a) <0 und f(b) > 0. Dann gibt es ein x € R mit a < x <b
und mit f(z) =0, d.h. f besitzt eine Nullstelle zwischen a und b.
Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 13.1. U
BEISPIEL 13.3. Die Abbildung

f:Q—Q, z+—2* -2,

ist stetig, sie geniigt aber nicht dem Zwischenwertsatz. Fiir x = 0 ist f(0) =
—2 < 0und fir x = 2 ist f(2) =2 > 0, es gibt aber kein x € Q mit f(x) =0,
da dafiir 22 = 2 sein muss, wofiir es in Q keine Losung gibt.

Mit der im Beweis des Zwischenwertsatzes verwendeten Intervallhalbierungs-
methode kann man insbesondere auch Quadratwurzeln ,,ausrechnen®, also
Folgen angeben, die gegen die Quadratwurzel konvergieren. Die Konvergenz-
geschwindigkeit beim babylonischen Wurzelziehen ist aber deutlich hoher.

KOROLLAR 13.4. Es sei I ein reelles Intervall und f: I — R eine stetige
Funktion. Dann ist auch das Bild f(I) ein Intervall.

Beweis. Sei J = f(I). Aus dem Zwischenwertsatz folgt sofort, dass wenn
Y,z € J sind und v € R mit y < u < z gegeben ist, auch v € J sein muss.
Nach Aufgabe 6.10 ist J ein Intervall. O

Stetige bijektive Funktionen und ihre Umkehrfunktion
Fiir eine bijektive stetige Funktion auf einem reellen Intervall ist die Um-
kehrabbildung wieder stetig. Dies ist keineswegs selbstversténdlich.
SATZ 13.5. Es sei I C R ein Intervall und
f: I —R

eine stetige, streng wachsende Funktion. Dann ist das Bild J = f(I) =
{f(z)|z € I} ebenfalls ein Intervall, und die Umkehrabbildung

g —1I
1st ebenfalls stetig.
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Beweis. Dass das Bild wieder ein Intervall ist folgt aus Korollar 13.4. Die
Funktion f ist injektiv, da sie streng wachsend ist und damit ist die Abbil-
dung

f:I—J
auf das Bild bijektiv. Die Umkehrfunktion
g —1I

ist ebenfalls streng wachsend. Sei g := f~! und y := f(z) vorgegeben. Es sei
zunéchst y kein Randpunkt von J. Dann ist auch = kein Randpunkt von I.
Sei € > 0 vorgegeben und ohne Einschrinkung [z —¢, x+¢] C I angenommen.
Dann ist

0:=min (y — f(z—¢€), f(x+€)—y)>0
und fiir y' € [y — 9,y + ] gilt wegen der Monotonie

9(y) € lgly —0),9(y+0)] Clz—ex+e.
Also ist g stetig in y. Wenn y ein Randpunkt von J ist, so ist auch z ein
Randpunkt von I, sagen wir der rechte Randpunkt. Dann ist zu vorgegebe-

nem € > 0 wieder [z —¢,2] C [ und 6 := y — f(z — ¢€) erfiillt die geforderte
Eigenschaft. 0

Stetigkeit der Wurzeln

SATZ 13.6. Sein € Ny. Fir n ungerade ist die Potenzfunktion
R— R, x— 2",

stetig, streng wachsend, bijektiv und die Umkehrfunktion
R— R, z+— 2/

st streng wachsend und stetig. Fir n gerade ist die Potenzfunktion

Rzo — Rzo, T — l'n,
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stetig, streng wachsend, bijektiv und die Umkehrfunktion
RZO — Rzo, Tr —— Zl’)l/n,

15t streng wachsend und stetig.

Beweis. Die Stetigkeit ergibt sich aus Korollar 12.7. Das strenge Wachstum
fiir > 0 folgt aus der binomischen Formel. Fiir ungerades n folgt das strenge
Wachstum fiir # < 0 aus der Bezichung 2™ = —(—x)" und dem Verhalten im
positiven Bereich. Daraus ergibt sich die Injektivitat. Fir x > 1 ist 2™ > x,
woraus die Unbeschréanktheit des Bildes nach oben folgt. Bei n ungerade
folgt ebenso die Unbeschrénktheit des Bildes nach unten. Aufgrund des Zwi-
schenwertsatzes ist das Bild daher R bzw. R>(. Somit sind die angegebenen
Potenzfunktionen surjektiv und die Umkehrfunktionen existieren. Die Ste-
tigkeit der Umkehrfunktionen folgt aus Satz 13.5. U

Minima und Maxima

maxsxsimo globale

massimo locale

minimo locale

minirmo globale

- I 1 I I 1 _
] (] (¥} LE n 1 1.2

DEFINITION 13.7. Sei M eine Menge und
f: M —R

eine Funktion. Man sagt, dass f in einem Punkt € M das Maximum
annimmt, wenn

f(x) > f(2') fiir alle 2’ € M gilt,
und dass f das Minimum annimmt, wenn

f(z) < f(2) fiir alle 2’ € M gilt .

Die gemeinsame Bezeichnung fiir ein Maximum oder ein Minimum ist Ez-
tremum. In der vorstehenden Definition spricht man auch vom globalen Ma-
ximum, da darin Bezug auf sdmtliche Elemente der Definitionsmenge ge-
nommen wird. Interessiert man sich nur fiir das Verhalten in einer offenen,
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eventuell kleinen Umgebung, so gelangt man zum Begriff des lokalen Mazi-
mums.

DEFINITION 13.8. Sei D C R eine Teilmenge und sei
f: D—R

eine Funktion. Man sagt, dass f in einem Punkt x € D ein lokales Maximum
besitzt, wenn es ein € > 0 gibt derart, dass fiir alle 2’ € D mit |z — 2/| < €
die Abschétzung

fx) = f(z)
gilt. Man sagt, dass f in x € D ein lokales Minimum besitzt, wenn es ein
€ > 0 gibt derart, dass fiir alle 2’ € D mit |z — 2/| < e die Abschétzung

fx) < f(z)
gilt.

Wenn f(z) > f(a') fiir alle 2’ # x, so spricht man von einem isolierten Mawi-
mum. Mit der Differentialrechnung werden wir bald schlagkraftige Methoden
kennenlernen, um Minima und Maxima zu bestimmen.

SATZ 13.9. Sei [a,b] C R ein abgeschlossenes beschrinktes Intervall und sei
f:la,b] — R
eine stetige Funktion. Dann gibt es ein x € [a,b] mit
f(x) > f(2') fir alle 2’ € [a,b].

D.h., dass die Funktion ihr Mazimum (und ihr Minimum) annimmt.

Beweis. Nach dem Zwischenwertsatz wissen wir, dass das Bild J := f([a, b])
ein Intervall ist. Wir zeigen zunéchst, dass J (nach oben und nach unten)
beschrankt ist. Wir nehmen dazu an, dass J nicht nach oben beschrankt
ist. Dann gibt es eine Folge (), .y in I mit f(z,) > n. Nach Satz 7.7
besitzt (2,),y eine konvergente Teilfolge. Da [a, b] abgeschlossen ist, gehort
der Grenzwert der Teilfolge zu [a, b]. Wegen der Stetigkeit muss dann auch
die Bildfolge konvergieren. Die Bildfolge ist aber unbeschrénkt, so dass sie
nach Lemma 5.8 nicht konvergieren kann, und sich ein Widerspruch ergibt.

Sei nun y das Supremum von J. Es gibt eine Folge (y5),,cy in J, die gegen das
Supremum konvergiert. Nach Definition von J gibt es eine Folge (z,),, o mit
f(x,) = y,. Fiir diese Folge gibt es wieder nach Satz 7.7 eine konvergente
Teilfolge. Es sei x der Grenzwert dieser Teilfolge. Somit ist aufgrund der
Stetigkeit f(x) =y und daher y € J. O

KOROLLAR 13.10. Sei [a,b] € R ein abgeschlossenes beschrinktes Intervall
und set

fila, b)) — R
eine stetige Funktion. Dann ist das Bild f([a,b]) ebenfalls ein beschrinktes
abgeschlossenes Intervall.
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Beweis. Dies folgt aus dem Zwischenwertsatz und Satz 13.9. O

Ein abgeschlossenes und beschrianktes Intervall nennt man auch kompakt.
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