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Analysis 111
Arbeitsblatt 85

Aufwiarmaufgaben

AUFGABE 85.1. Es sei
o: R" — R, (21, ..., ) —> a1 + -+ + a2y,
eine Linearform. Es sei M der Graph dieser Funktion, den wir als riemannsche

Mannigfaltigkeit auffassen. Zeige, dass zwischen den Volumina entsprechen-
der Teilmengen des R™ und des Graphen eine konstante Beziehung besteht.

AUFGABE 85.2. Berechne den Flicheninhalt der Sphére mit Hilfe von Ko-
rollar 85.1.

AUFGABE 85.3. Diskutiere die Rotationsflache S zu
1
M = {(Shl-,y)|y2> 0}
)

um die z-Achse A. Ist S eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von R?\
A? Ist die Menge S abgeschlossen in R3? Ist der Abschluss von S in R? eine
Mannigfaltigkeit?

AUFGABE 85.4.*

Zeige, dass der Fldcheninhalt der Rotationsfliche, die entsteht, wenn man
den Graphen
['={(z,e")|x <0}

um die x-Achse rotieren ldsst, kleiner als 10 ist.

AUFGABE 85.5. Bestiitige, dass die in Beispiel 85.6, Beispiel 85.7 und Beispiel
85.8 angegebenen Abbildungen ihr Bild auf der Einheitssphére haben und bis
auf eine Nullmenge surjektiv sind.

AUFGABE 85.6. Bestimme die (partiell definierten) Umkehrabbildungen zu
den in Beispiel 85.6, Beispiel 85.7 und Beispiel 85.8 angegebenen Abbildun-
gen.

AUFGABE 85.7. Zeige, dass Langenkreise und Breitenkreise auf der Erdkugel
senkrecht aufeinander stehen.
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AUFGABE 85.8. Wie lange ist der 30-ste Breitenkreis auf der Erde (man setze
den Erdradius mit 6370 km an).

AUFGABE 85.9. Welcher Prozentanteil der Erde wird in einem Moment von
der Sonne beschienen (die Sonne soll wegen ihrer Entfernung als punktférmig
angesetzt werden)?

AUFGABE 85.10. Bestimme das Infimum und das Supremum der Lénge der
Bilder der Grofikreise auf der in Beispiel 85.6 beschriebenen Karte.

AUFGABE 85.11. Es sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Zeige, dass
die Abbildung

V(M) — EYM), F — wp,

mit
linear ist.
AUFGABE 85.12. Begriinde Bemerkung 84.4.

AUFGABE 85.13. Essei V ein n-dimensionaler reeller orientierter Vektorraum
und A\ ein translationsinvariantes Mafl auf V. Zeige, dass die Zuordnung

VX xV—R, (vg,...,0,) — £A(P(v1,...,0,)),

wobei das Vorzeichen positiv zu wéhlen ist, wenn die Vektoren die Orientie-
rung reprasentieren, eine alternierende multilineare Abbildung ist.

AUFGABE 85.14. Es sei

p: R" — R
(mit m = n —1 > 0) eine stetig differenzierbare Funktion, die in jedem
Punkt der Faser M iiber 0 € R regulér sei. Wir fassen M als eine orientierte

riemannsche Mannigfaltigkeit auf. Zeige, dass zwischen der Volumenform 7
aus Korollar 83.6 und der kanonischen Volumenform w die Beziehung

T(P,vy,...,uy) = £ ||Grad o(P)|| w(P,v1,...,0n)
besteht.

AUFGABE 85.15. Bringe Korollar 85.1 und Beispiel 83.9 mit Hilfe von Auf-
gabe 85.143 miteinander in Verbindung.



AUFGABE 85.16. Es sei
¢: R — R
(mit m = n — ¢ > 0) eine stetig differenzierbare Abbildung, die in jedem

Punkt der Faser M iiber 0 € R’ regulir sei. Wir fassen M als eine orientierte
riemannsche Mannigfaltigkeit auf. Es sei vorausgesetzt, dass die Gradienten

Grad ¢1(P),...,Grad ¢u(P)

fiir jeden Punkt von P € M senkrecht aufeinander stehen. Zeige, dass zwi-
schen der Volumenform 7 aus Korollar 83.6 und der kanonischen Volumen-
form w die Beziehung

T(P,v1, ..., up) = £ ||Grad p1(P)]| -+ - || Grad pe(P) || w(P,vy,...,0m)
besteht.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 85.17. (5 Punkte)
Wir betrachten den Graph M der Funktion

¥: R — R, (x,y) — Y + 22,

als riemannsche Mannigfaltigkeit. Berechne den Flacheninhalt des Graphen
oberhalb des Quadrats [—1, 1] x [—1,1].

AUFGABE 85.18. (5 Punkte)
Es sei
M = {(z,2*)|z e R} CR?
die Parabel, also der Graph der Funktion
R — R, 2 —> 2.

Zeige, dass die zugehorige Rotationsflache um die z-Achse keine Mannigfal-
tigkeit ist.

AUFGABE 85.19. (4 Punkte)

Man stelle eine Kugeloberflidche als Rotationsfliche dar und berechne damit
den Inhalt der Kugeloberfléiche.

AUFGABE 85.20. (4 Punkte)

Man stelle einen Torus als Rotationsflache dar und berechne damit seinen
Flacheninhalt.
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AUFGABE 85.21. (6 Punkte)

Bestimme den ,, Abstand* zwischen Osnabriick und Bangalore (den Erdradius
mit 6370 km ansetzen) in den beiden folgenden Sinnen.

a) Entlang der Erdoberflache (Luftlinie).
b) Durch die Erde (Maulwurfslinie).

AUFGABE 85.22. (6 Punkte)

Wie lange ist das Bild des 30-sten Breitenkreises auf den in Beispiel 85.6, Bei-
spiel 85.7 und Beispiel 85.8 beschriebenen Karten (man setze den Erdradius
mit 6370 km an)?



