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Analysis 111
Arbeitsblatt 76

Aufwirmaufgaben

AUFGABE 76.1. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und
a:U—V

eine Karte (also U € M und V' C R" offen). Zeige, dass a ein Diffeomor-
phismus ist.

AUFGABE 76.2. Es seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten und
p: M — N
eine Abbildung. Es sei M = |J,; U; eine offene Uberdeckung von M. Zeige,

dass ¢ genau dann differenzierbar ist, wenn alle Einschrénkungen ¢; = ¢
differenzierbar sind.

U;

AUFGABE 76.3. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und
f,g: M — R

differenzierbare Funktionen auf M. Beweise die folgenden Aussagen.
(1) Die Abbildung
fxg: M — R, x— (f(2),9(z)),

ist differenzierbar.
(2) f + g ist differenzierbar.
(3) f - g ist differenzierbar.
(4) Wenn f keine Nullstelle besitzt, so ist auch f~! differenzierbar.

AUFGABE 76.4. Es seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten und
p: M — N
eine differenzierbare Abbildung. Zeige, dass dies einen Ringhomomorphismus
©*: C*(N,R) — CY(M,R), f — foo,

induziert.
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AUFGABE 76.5. Zeige, dass zu m < n die Einbettung des Unterraumes R™ in
den R, die durch (z1,...,zm) — (z1,...,2m,0,...,0) gegeben ist, beliebig
oft differenzierbar ist.

AUFGABE 76.6. Zeige, dass die offene Zylinderoberfliche S x]0,1[ zu S* xR,
zur punktierten Ebene R? \ {(0,0)} und zu S?\ {N, S} diffeomorph ist.

AUFGABE 76.7. Es sei ]a, b ein offenes Intervall und
f: ]a, b[—> R+

eine stetig differenzierbare Funktion. Es sei M die duflere Oberfliche des
zugehorigen Rotationskorpers. Zeige, dass diese Menge eine zu einem offenen
Zylinder diffeomorphe Mannigfaltigkeit ist.

AUFGABE 76.8. Zeige, dass eine Ellipsoidoberfliche und die Einheitssphére
C>-diffeomorph sind.

Aufgaben zum Abgeben

In der folgenden Aufgabe interpretiere man C als R2.

AUFGABE 76.9. (4 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung
C* — C, (z,w) — zw.

Fiir welche Punkte u € C ist die Faser iiber u eine Mannigfaltigkeit? Man
gebe jeweils eine moglichst einfache Beschreibung des Diffeomorphietyps.

AUFGABE 76.10. (6 Punkte)

Es seien zwei Punkte P und () auf der Einheitssphére gegeben. Zeige, dass
es einen Diffeomorphismus der Sphére in sich gibt, der P in @) iiberfiihrt.

AUFGABE 76.11. (4 (1+1+2) Punkte)

Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Zu jeder offenen Teilmenge
U C M betrachten wir die Menge C 1(U ,R) der differenzierbaren Funktionen
auf U. Es sei M = |J,.; U; eine offene Uberdeckung.

(1) Zeige, dass zu V C U offen und f € C'(U,R) auch die Einschrin-
kung f|y zu CY(V,R) gehort.

(2) Sei f € C*(M,R). Zeige, dass f = 0 genau dann ist, wenn simtliche
Einschrénkungen f|y, = 0 sind.

i€l
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(3) Es sei eine Familie f; € C'(U;,R) von Funktionen gegeben, die die
» Vertriiglichkeitsbedingung® fi|v,~v; = fjlu,nu, fiir alle ¢, j erfiillen.
Zeige, dass es ein f € C1(M,R) gibt mit f|y, = f; fiir alle 4.

AUFGABE 76.12. (5 Punkte)

Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, die mindestens zwei Elemente
besitze. Zeige, dass es differenzierbare Funktionen

frg: M —R
gibt mit f, g # 0, aber fg = 0.



