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Analysis 111
Arbeitsblatt 65

Aufwirmaufgaben

AUFGABE 65.1. Es seien (M, Ay, p1) und (Ms, As, p19) zwei o-endliche Ma$-
rdume, es seien (N, By) und (Na, B2) zwei Messraume und es seien

Q1 : M1 — N1
und

P M2 — N2
zwei messbare Abbildungen, unter denen die BildmaBe (1), und (@2). o
o-endlich seien. Zeige, dass fiir das Bildmafl unter der Produktabbildung
Y = 1 X o die Gleichung

@it ® p2) = ((p1)ep) @ ((92):p2)

gilt.

AUFGABE 65.2. Wir betrachten die beiden Rechtecke

Q=[-1,2] x [1,4] und L = [1,5] x [3, 6]
im R2. Schreibe den Durchschnitt und die Differenzmengen als disjunkte
Vereinigung von Rechtecken. Schreibe die Vereinigung der beiden Mengen auf
mehrere Arten als disjunkte Vereinigung von Rechtecken. Welche Darstellung
ist eine Verfeinerung einer anderen Darstellung? Wie sieht ein ,,Raster® aus,

mit dem man alle beteiligten Mengen ausdriicken kann? Bestétige, dass die
Summe der beteiligten Rechteckinhalte stets gleich ist.

AUFGABE 65.3. Zeige, dass das durch die drei Punkte (0,0), (0,1) und (1,0)
gegebene abgeschlossene Dreieck nicht zum Produktpréring von (R, (R))
und (R,B (R)) gehort.

AUFGABE 65.4.*

Es sei (X,7T) ein topologischer Raum und sei A die davon erzeugte Men-
genalgebra. Zeige, dass diese genau aus allen endlichen Vereinigungen

(U1 NA)UUNA)U...U(U,NA,)

mit offenen Mengen Uy, ..., U, und abgeschlossenen Mengen A, ..., A, be-
steht.
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AUFGABE 65.5.%

Es seien M und N zwei abzéhlbare Mengen, die beide mit der o-Algebra
aller Teilmengen und mit dem Zahlmaf (genannt p bzw. v) versehen seien.

a) Zeige, dass M und N o-endliche Mafirdiume sind.
b) Zeige, dass das Produktmafl y ® v auf M x N ebenfalls das Zahlmaf ist.

AUFGABE 65.6.*

Zeige, dass sich die abgeschlossene Einheitskreisscheibe

B(0,1) = {(:p,y) R \/a? +y? < 1}

nicht durch abzéhlbar viele abgeschlossene Rechtecke [a, b] X [¢,d] C B (0, 1)
(mit @ < b und ¢ < d) iiberdecken lésst.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 65.7. (5 Punkte)

Zeige, dass die offene Einheitskreisscheibe nicht zum Produktpriring von
(R, B (R)) und (R, (R)) gehort.

AUFGABE 65.8. (4 Punkte)
Es sei T' die Vereinigung der drei Quader
Q1 = [2.7] % [1,3], @2 = [1,4] x [2,5] und Qs = [3,6] x [4,6]
im R?. Bestimme
T(x) = {y € Rl (x,y) € T}
fiir jedes x € R und
T ={x e RINT(z)) = a}
fiir jedes a € R (dabei ist A\ einfach die Summe der Lénge der disjunkten
Intervalle, aus denen sich T'(z) zusammensetzt).

Einen Mafiraum mit dem Gesamtmafl 1 nennt man einen Wahrscheinlich-
keitsraum. Fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie ist das folgende Konzept
enorm wichtig.

Es sei (M, €&, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Man nennt zwei o-Algebren
A, B C £ unabhdingig, wenn fiir jedes A € A und jedes B € B die Gleichheit

w(ANB) = p(A) - u(B)
gilt.



AUFGABE 65.9. (4 Punkte)
Es seien (4, Ay, 1) und (€9, A, o) zwei Wahrscheinlichkeitsrdume und
(1 X Qo, A1 ® Ag, 11 ® o) ihr Produktraum. Zeige, dass die ,,Zylinderalge-
bren*

Zl :{SXQQ‘SEAl} und ZQZ{Ql XT‘TEAQ}
unabhéngig sind.

Aufgabe zum Hochladen

AUFGABE 65.10. (8 Punkte)

Man schreibe eine Animation, die die Unabhéingigkeit des Mafles von der
Quaderzerlegung im Beweis zu Lemma 65.3 (1) am Beispiel des R? deutlich
macht. Insbesondere soll die Einfithrung eines Rasters und der Begriff der
Verfeinerung sichtbar werden.



