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VORWORT

Dieses Skript gibt die Vorlesung Analysis I wieder, die ich im Wintersemester
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kritischen Durchsicht wohlwollend zu beriicksichten.

Der Text wurde auf Wikiversity geschrieben und steht unter der Creative-
Commons-Attribution-ShareAlike 3.0. Die Bilder wurden von Commons
iibernommen und unterliegen den dortigen freien Lizenzen. In einem Anhang
werden die einzelnen Bilder mit ihren Autoren und Lizenzen aufgefiihrt. Die
CC-BY-SA 3.0 Lizenz ermoglicht es, dass das Skript in seinen Einzelteilen
verwendet, verdndert und weiterentwickelt werden darf. Ich bedanke mich
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lung der Pdf-Files und bei den Studierenden fiir einzelne Korrekturen.

Holger Brenner
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1. VORLESUNG - MENGEN, INDUKTION

1.1. Mengen.

Fy o
David Hilbert (1862-1943) nannte
sie ein Paradies, aus dem die

Georg Cantor (1845-1918) ist der

Schopfer der Mengentheorie. ] ] -
Mathematiker nie mehr vertrieben

werden diirfen.

Eine Menge ist eine Ansammlung von wohlunterschiedenen Objekten, die
die Elemente der Menge heiflen. Mit ,, wohlunterschieden“ meint man, dass
es klar ist, welche Objekte als gleich und welche als verschieden angesehen
werden. Die Zugehdrigkeit eines Elementes x zu einer Menge M wird durch

xeM
ausgedriickt, die Nichtzugehorigkeit durch
Fiir jedes Element(symbol) gilt stets genau eine dieser zwei Moglichkeiten.

Fiir Mengen gilt das Eztensionalititsprinzip, d.h. eine Menge ist durch die
in ihr enthaltenen Elemente eindeutig bestimmt, dariiber hinaus bietet sie
keine Information. Insbesondere stimmen zwei Mengen {iberein, wenn beide
die gleichen Elemente enthalten.

Die Menge, die kein Element besitzt, heifit leere Menge und wird mit
0

bezeichnet.

Eine Menge N heifit Teilmenge einer Menge M, wenn jedes Element aus N
auch zu M gehort. Man schreibt dafiir

NCM

(manche schreiben dafiir N C M). Man sagt dafiir auch, dass eine Inklusion
N C M vorliegt. Im Nachweis, dass N C M ist, muss man zeigen, dass fiir
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ein beliebiges Element x € N ebenfalls die Beziehung x € M gilt.! Dabei
darf man lediglich die Eigenschaft x € N verwenden.

Aufgrund des Extensionalitdtsprinzips hat man das folgende wichtige Gleich-
heitsprinzip fiir Mengen, dass

M = N genau dann, wenn N C M und M C N

gilt. In der mathematischen Praxis bedeutet dies, dass man die Gleichheit von
zwei Mengen dadurch nachweist, dass man (in zwei voneinander unabhéngi-
gen Teilargumentationen) die beiden Inklusionen zeigt. Dies hat auch den
kognitiven Vorteil, dass das Denken eine Zielrichtung bekommt, dass klar die
Voraussetzung, die man verwenden darf, von der gewiinschten Schlussfolge-
rung, die man aufzeigen muss, getrennt wird. Hier wiederholt sich das Prin-
zip, dass die Aquivalenz von zwei Aussagen die wechselseitige Implikation
bedeutet, und durch den Beweis der beiden einzelnen Implikationen bewie-
sen wird.

1.2. Beschreibungsmoglichkeiten fiir Mengen.

Es gibt mehrere Moglichkeiten, eine Menge anzugeben. Die einfachste ist, die
zu der Menge gehorenden Elemente aufzulisten, wobei es auf die Reihenfolge
der Elemente nicht ankommt. Bei endlichen Mengen ist dies unproblematisch,
bei unendlichen Mengen muss man ein ,,Bildungsgesetz®“ fiir die Elemente
angeben.

Die wichtigste Menge, die man zumeist als eine fortgesetzte Auflistung ein-
fithrt, ist die Menge der natiirlichen Zahlen

N=1{0,1,2,3,...}.

Hier wird eine bestimmte Zahlenmenge durch die Anfangsglieder von erlaub-
ten Zifferfolgen angedeutet. Wichtig ist, dass mit N nicht eine Menge von
bestimmten Ziffern gemeint ist, sondern die durch die Ziffern représentierten
Zahlwerte. Eine natiirliche Zahl hat viele Darstellungsarten, die Ziffernre-
prasentation im Zehnersystem ist nur eine davon, wenn auch eine besonders
iibersichtliche.

Mengenbeschreibung durch Eigenschaften

Es sei eine Menge M gegeben. In ihr gibt es gewisse Elemente, die gewis-
se Eigenschaften £ (Pradikate) erfiillen konnen oder aber nicht. Zu einer
Eigenschaft E gehort innerhalb von M die Teilmenge bestehend aus allen
Elementen aus M, die diese Eigenschaft erfiillen. Man beschreibt eine durch
eine Eigenschaft definierte Teilmenge meist als

{r € M|E(z)} = {z € M|z besitzt die Eigenschaft E} .

n der Sprache der Quantorenlogik kann man eine Inklusion verstehen als die Aussage
Ve(z € N = x € M).



12

Dies geht natiirlich nur mit solchen Eigenschaften, fiir die die Aussage E(x)
eine wohldefinierte Bedeutung hat. Wenn man eine solche Teilmenge einfiihrt,
so gibt man ihr hiufig sofort einen Namen (in dem auf die Eigenschaft F
Bezug genommen werden kann, aber nicht muss). Z.B. kann man einfiihren

G = {z € N|z ist gerade} ,

U = {z € N| z ist ungerade} ,

Q = {x € N| z ist eine Quadratzahl} ,

P = {x € N| z ist eine Primzahl} .

Fiir die Mengen in der Mathematik sind meist eine Vielzahl an mathemati-
schen Eigenschaften relevant und daher gibt es meist auch eine Vielzahl an
relevanten Teilmengen. Aber auch bei alltdglichen Mengen, wie etwa die Men-
ge K der Studierenden in einem Kurs, gibt es viele wichtige Eigenschaften,
die gewisse Teilmengen festlegen, wie etwa

O = {x € K|z kommt aus Osnabriick} ,

P = {z € K|z studiert im Nebenfach Physik} ,

D = {z € K|z hat im Dezember Geburtstag} .
Die Menge K ist dabei selbst durch eine Eigenschaft festgelegt, es ist ja

K = {x| z ist Studierender in diesem Kurs} .

1.3. Mengenoperationen.

So, wie man Aussagen zu neuen Aussagen verkniipfen kann, gibt es Opera-
tionen, mit denen aus Mengen neue Mengen enstehen.

o Vereinigung
AUB :={z|z € Aoder x € B},

o Durchschnitt
ANB:={z|x € Aund z € B} ,

e Differenzmenge

A\ B :={z|r € Aund = € B} .

Diese Operationen ergeben nur dann einen Sinn, wenn die beteiligten Mengen
als Teilmengen in einer gemeinsamen Grundmenge gegeben sind. Dies sichert,
dass man iiber die gleichen Elemente spricht. Haufig wird diese Grundmenge
nicht explizit angegeben, dann muss man sie aus dem Kontext erschlieflen.
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Ein Spezialfall der Differenzmenge bei einer gegebenen Grundmenge ist das
Komplement einer Teilmenge A C G, das durch

CA=G\A={r G|z g A}

definiert ist. Wenn zwei Mengen einen leeren Schnitt haben, also AN B = ()
gilt, so nennen wir sie disjunkt.

1.4. Konstruktion von Mengen.

Die meisten Mengen in der Mathematik ergeben sich ausgehend von einigen
wenigen Mengen wie beispielsweise den endlichen Mengen und N durch be-
stimmte Konstruktionen von neuen Mengen aus schon bekannten oder schon
zuvor konstruierten Mengen.? Wir definieren®

Definition 1.1. Es seien zwei Mengen L und M gegeben. Dann nennt man
die Menge
Lx M={(zy)|zeLye M)

die Produktmenge* der beiden Mengen.

Die Elemente der Produktmenge nennt man Paare und schreibt (z,y). Da-
bei kommt es wesentlich auf die Reihenfolge an. Die Produktmenge besteht
also aus allen Paarkombinationen, wo in der ersten Komponenten ein Ele-
ment der ersten Menge und in der zweiten Komponenten ein Element der
zweiten Menge steht. Zwei Paare sind genau dann gleich, wenn sie in beiden
Komponenten gleich sind.

Bei einer Produktmenge konnen natiirlich auch beide Mengen gleich sein.
Dann ist es verlockend, die Reihenfolge zu verwechseln, und also besonders
wichtig, darauf zu achten, dies nicht zu tun. Wenn es in der ersten Menge
n Elemente und in der zweiten Menge k Elemente gibt, so gibt es in der
Produktmenge n - k Elemente. Wenn eine der beiden Mengen leer ist, so ist
auch die Produktmenge leer. Man kann auch fiir mehr als nur zwei Mengen
die Produktmenge bilden, worauf wir bald zuriickkommen werden.

2Darunter fallen auch der Schnitt und die Vereinigung, doch bleiben diese innerhalb
einer vorgegebenen Grundmenge, wihrend es hier um Konstruktionen geht, die dariiber
hinaus gehen.

3Definitionen werden in der Mathematik zumeist als solche deutlich herausgestellt und
bekommen eine Nummer, damit man auf sie einfach Bezug nehmen kann. Es wird eine
Situation beschrieben, bei der die verwendeten Begriffe schon zuvor definiert worden sein
mussten, und in dieser Situation wird einem neuen Konzept ein Name (eine Bezeichnung)
gegeben. Dieser Name wird kursiv gesetzt. Man beachte, dass das Konzept auch ohne den
neuen Namen formulierbar ist, der neue Name ist nur eine Abkiirzung fiir das Konzept.
Sehr héufig héingen die Begriffe von Eingaben ab, wie den beiden Mengen in dieser Defi-
nition. Bei der Namensgebung herrscht eine gewisse Willkiir, so dass die Bedeutung der
Bezeichnung im mathematischen Kontext sich allein aus der expliziten Definition, aber
nicht aus der alltédglichen Wortbedeutung erschlieflen l4sst

4Man spricht auch vom kartesischen Produkt der beiden Mengen
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Beispiel 1.2. Es sei V' die Menge aller Vornamen (sagen wir der Vornamen,
die in einer bestimmten Grundmenge an Personen wirklich vorkommen) und
N die Menge aller Nachnamen. Dann ist

V xN

die Menge aller Namen. Aus einem Namen ldsst sich einfach der Vorname
und der Nachname herauslesen, indem man entweder auf die erste oder auf
die zweite Komponente des Namens schaut. Auch wenn alle Vornamen und
Nachnamen fiir sich genommen vorkommen, so muss natiirlich nicht jeder
daraus gebastelte mogliche Name wirklich vorkommen. Bei der Produktmen-
ge werden eben alle Kombinationsmoglichkeiten aus den beiden beteiligten
Mengen genommen.

Wenn zwei geometrische Punktmengen A und B gegeben sind, beispielsweise
als Teilmengen einer Ebene F, so kann man die Produktmenge A x B als
Teilmenge von E x E auffassen. Dadurch entsteht ein neues geometrisches
Gebilde, das man manchmal auch in einer kleineren Dimension realisieren
kann.

>

——

FEin Zylindermantel ist die Produktmenge aus einem Kreis und einer Strecke

Beispiel 1.3. Es sei S ein Kreis, worunter wir die Kreislinie verstehen, und
I eine Strecke. Der Kreis ist eine Teilmenge einer Ebene £ und die Strecke ist
eine Teilmenge einer Geraden G, so dass fiir die Produktmenge die Beziehung

SxICExG

gilt. Die Produktmenge F x G stellt man sich als einen dreidimensionalen
Raum vor, und darin ist die Produktmenge S x I ein Zylindermantel.

FEine andere wichtige Konstruktion, um aus einer Menge eine neue Menge zu
erhalten, ist die Potenzmenge.
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Definition 1.4. Zu einer Menge M nennt man die Menge aller Teilmengen
von M die Potenzmenge von M. Sie wird mit

B (M)
bezeichnet.
Es ist also
P (M) ={T|T ist Teilmenge von M} .
Wenn eine Menge n Elemente besitzt, so besitzt ihre Potenzmenge 2" Ele-

mente.

1.5. Induktion.

Mathematische Aussagen, die von natiirlichen Zahlen abhéngen, kénnen mit
dem Beweisprinzip der vollstindigen Induktion bewiesen werden. Die folgen-
de Aussage begriindet dieses Prinzip.

Satz 1.5. Fir jede natirliche Zahl n sei eine Aussage A(n) gegeben. Es gelte

(1) A(0) ist wahr.
(2) Fiir alle n gilt: wenn A(n) gilt, so ist auch A(n + 1) wahr.

Dann gilt A(n) fir alle n.

Beweis. Es sei
M = {n € N| A(n) ist wahr} .

Wir wollen zeigen, dass M = N ist, denn genau dies bedeutet, dass die
Aussage fiir alle n gilt. Nach der ersten Bedingung ist
0e M.

Nach der zweiten Voraussetzung gilt fiir M, dass aus n € M stetsn+1 € M
folgt. Damit enthélt M die 0, daher die 1, daher die 2, usw., und damit
iiberhaupt alle natiirlichen Zahlen. U

Der Nachweis von (der Giiltigkeit von) A(0) heifit dabei der Induktionsanfang
und der Schluss von A(n) auf A(n + 1) heifit der Induktionsschluss. Inner-
halb des Induktionsschlusses nennt man die Giiltigkeit von A(n) auch die
Induktionsvoraussetzung. In manchen Situationen ist die Aussage A(n) erst
fiir n > ng fiir ein gewisses ng (definiert oder) wahr. Dann beweist man im
Induktionsanfang die Aussage A(ny) und den Induktionsschluss fithrt man
fiir n > ng durch.

Das folgende Standardbeispiel fiir einen Induktionsbeweis verwendet das
Summenzeichen. Fiir gegebene (natiirliche, reelle, kompexe) Zahlen ay,
..., a, bedeutet

Zak = a1 tas+ -+ Apo1 + Qp.
k=1
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Dabei héngen im Allgemeinen die ay in einer formelhaften Weise von k ab.
Entsprechend ist das Produktzeichen definiert, ndmlich durch

n
H&k = a1 Q2 Ap—1 * Ap.
k=1

Insbesondere sind fiir n € N die Potenzen durch

a":Ha:an_l-a:a-a---a
——

i=1 n—mal

definiert. Dabei gelten die Konventionen 0a = 0 und a® = 1 (die erste ldsst
sich auch iiber die Multiplikation begriinden, die zweite ist aber auch sinn-
voll). Als Rechenregeln fiir das Potenzieren gelten

(a-O)" =a"-b"

Aufgabe 1.6. Beweise durch Induktion die folgende Formel fiir n > 1.

Losung

Beim Induktionsanfang ist n = 1, daher besteht die Summe links nur aus
einem Summanden, ndmlich der 1, und daher ist die Summe 1. Die rechte
Seite ist 172 = 1, so dass die Formel fiir n = 1 stimmt.

Fiir den Induktionsschritt setzen wir voraus, dass die Formel fiir ein n > 1
gilt, und miissen zeigen, dass sie auch fiir n + 1 gilt. Dabei ist n beliebig. Es
ist

n+1 n
ko= (Zk) +n+1
k=1 k=1
1
= @—{—n—l—l

nn+1)+2(n+1)

(n+ 2)(n2+ 1)
5 .
Dabei haben wir fiir die zweite Gleichheit die Induktionsvoraussetzung ver-
wendet. Der zuletzt erhaltene Term ist die rechte Seite der Formel fiir n + 1,
also ist die Formel bewiesen.
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Aufgabe 1.7. Zeige durch vollstiandige Induktion, dass fiir jedes n € N die

Zahl
6n+2 + 72n+1

ein Vielfaches von 43 ist.

Losung

Fiir n =0 ist
62+ 7 = 43
ein Vielfaches von 43. Sei nun die Aussage fiir n bewiesen und betrachten
wir den Ausdruck fiir n 4+ 1. Dieser ist
G2 4 2t D)+l g ent2 L g2 720+l
= 66"+ (64 43)7°" !
— 6(6n+2 + 72n+1) 143 72n+1
= 6-43-s5+43- 7",

wobei im letzten Schritt die Induktionsvoraussetzung verwendet wurde (ndm-
lich die Eigenschaft, dass 6”2 + 72" ein Vielfaches von 43 ist). Daher ist
diese Zahl ein Vielfaches von 43.

1. ARBEITSBLATT

1.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 1.1. Bestimme fiir die Mengen
M ={a,b,c,d,e}, N =A{a,c,e}, P={b}, R={b,d,e, f}
die Mengen

(1) MN N,

(2) MUR,

(3) (NUP)NR,

(4) N\ R,

(5) (MUP)\ (R\N),
(6) (PUR)NN)NR,
(7) (R\P)N(M\N).

Aufgabe 1.2. Es seien A, B und C drei Mengen. Man beweise die folgenden
Identitéten.

(1) AnO =0,
(2) AUb=A
(3) ANB =BNA,
(4) AUB=BUA,
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(5) An(BNQC) = (AmB)mC

(6) Au(BUC)=(AUuB)U

(7) An(BUC)=(ANnB)U (Am(])
(8) Au(BNC)=(AUuB)N(AUCQC),
(9) A\ (BUC) =(A\B)N(4\C).

Aufgabe 1.3. Skizziere ein Mengendiagramm, das zu vier Mengen alle
moglichen Schnittmengen darstellt.

Aufgabe 1.4. Skizziere die folgenden Teilmengen im R2.

(1) {(z,y)|z =5},

(2) {(z,y)|z > 4 und y = 3},
(3) {(l’yy)| y? > 2},
(4) {(z,y)| lz[ =3 und [y[ <2},
(5) {(x,y)| 3z > y und 5z < 2y},
(6) {(x,y)|zy = 0},
(7) {(z,y)|zy = 1},
(8) {(z,y)|xy > 1 und y > 2°},
9) {(z,y)[0 =0},

(10) {(z,y)[0 =1}.

Welche geometrische Gestalt haben die Mengen, in deren Beschreibung nur
eine (oder gar keine) Variable vorkommt?

Aufgabe 1.5. Beschreibe fiir je zwei (einschliellich dem Fall, dass das Pro-
dukt mit sich selbst genommen wird) der folgenden geometrischen Mengen
die Produktmengen.

(1) Eine Kreislinie K.
(2) Ein Geradenstiick I.
(3) Eine Gerade G.

(4) Eine Parabel P.

Welche Produktmengen lassen sich als Teilmenge im Raum realisieren, welche
nicht?

Aufgabe 1.6. Beweise durch Induktion die folgenden Formeln.

(1)

n

. o nn+1
oot )

=1
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Aufgabe 1.7.*

Beweise durch Induktion fiir alle n € N die Formel

i(_l)k—le — (_1)n+1n(n + 1) )

2
k=1

Aufgabe 1.8. Beweise durch Induktion, dass die Summe von aufeinander-
folgenden ungeraden Zahlen (beginnend bei 1) stets eine Quadratzahl ist.

Aufgabe 1.9. Zeige, dass mit der einzigen Ausnahme n = 3 die Beziehung
2" > p?
gilt.

Die néchste Aufgabe verwendet die folgende Definition.
Zu einer natiirlichen Zahl n nennt man die Zahl

nl:=nn-1)mn-2)---3-2-1
die Fakultdt von n (sprich n Fakultét).

Aufgabe 1.10. Zeige, dass fiir n > 4 die Beziehung
2" < nl

gilt.

Aufgabe 1.11. Die Folge a,, n € N, sei rekursiv durch

n—1
alzlundan:ZkakﬁirnEQ
k=1
definiert. Zeige, dass fiir n > 2
Ay = 571

gilt.
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Aufgabe 1.12.*

Zeige mittels vollstdndiger Induktion fiir n > 1 die Formel

Z(—l)kk _ {5 bei n gerade,

— —2+1 bei n ungerade.

Aufgabe 1.13. Die Stadte Sy, ..., S, seien untereinander durch Strafien ver-
bunden und zwischen zwei Stddten gibt es immer genau eine Strafle. Wegen
Bauarbeiten sind zur Zeit alle Stralen nur in einer Richtung befahrbar. Zei-
ge, dass es trotzdem mindestens eine Stadt gibt, von der aus alle anderen
Stéadte erreichbar sind.

1.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 1.14. (5 Punkte)

Beweise die mengentheoretischen Fassungen einiger aristotelischer Syllogis-
men. Dabei bezeichnen A, B, C' Mengen.

(1) Modus Barbara: Aus B C A und C' C B folgt C C A.

(2) Modus Celarent: Aus BN A =0 und C C B folgt CNA=10.
(3) Modus Darii: Aus B C A und C'N B # () folgt C N A # .
(4) Modus Ferio: Aus BN A =0 und CN B #( folgt C £ A.
(5) Modus Baroco: Aus B C A und B Z C folgt A Z C.

Aufgabe 1.15. (4 Punkte)

Es seien A und B zwei Mengen. Zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent
sind.

(1) ACB,
(2) AnB = A,

(3) AUB = B,

(4) A\ B=10,

(5) Es gibt eine Menge C mit B = AU,
(6) Es gibt eine Menge D mit A= BN D.

Aufgabe 1.16. (3 Punkte)
Sei m € N. Zeige durch Induktion die Gleichheit

m m

@m+ 1) []@i-1)=]]@er-1).

i=1 k=1
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Aufgabe 1.17. (4 Punkte)

Eine n-Schokolade ist ein rechteckiges Raster, das durch a — 1 Léngsrillen
und b — 1 Querrillen in n = a - b (a,b € N, ) mundgerechte kleinere Recht-
ecke eingeteilt ist. Ein Teilungsschritt an einer Schokolade ist das vollsténdi-
ge Durchtrennen einer Schokolade ldngs einer Léngs- oder Querrille. Eine
vollsténdige Aufteilung einer Schokolade ist eine Folge von Teilungsschritten
(an der Ausgangsschokolade oder an einer zuvor erhaltenen Zwischenschoko-
lade), deren Endprodukt aus den einzelnen Mundgerechtecken besteht. Zeige
durch Induktion, dass jede vollstéindige Aufteilung einer n-Schokolade aus
genau n — 1 Teilungsschritten besteht.

2. VORLESUNG -ABBILDUNGEN

2.1. Abbildungen.

Definition 2.1. Seien L und M zwei Mengen. Eine Abbildung F von L
nach M ist dadurch gegeben, dass jedem Element der Menge L genau ein
Element der Menge M zugeordnet wird. Das zu x € L eindeutig bestimmte
Element wird mit F(z) bezeichnet. Die Abbildung driickt man als Ganzes
haufig durch

F: L— M, z+— F(z),

aus.

Bei einer Abbildung F': L — M heifit L die Definitionsmenge (oder Defini-
tionsbereich) der Abbildung und M die Wertemenge (oder Wertevorrat oder
Zielbereich) der Abbildung. Zu einem Element = € L heifit das Element
F(x)e M

der Wert von F an der Stelle x. Statt Stelle sagt man auch héufig Argument.
Zwei Abbildungen F': L; — M; und G: Ly — M, sind gleich, wenn die
Definitionsmengen und die Wertemengen iibereinstimmen und wenn fiir alle
x € Ly = Ly die Gleichheit F(z) = G(z) in M, = M, gilt. Die Gleichheit
von Abbildungen wird also zuriickgefiihrt auf die Gleichheit von Elementen
in einer Menge.

Zu zwei Mengen L und M bezeichnet man die Menge der Abbildungen von
L nach M mit

Abb (L,M) ={f: L — M| f Abbildung} .
Abbildungen werden haufig auch Funktionen genannt. Wir werden den Be-

grift Funktion fiir solche Abbildungen reservieren, deren Wertemenge ein
Zahlbereich wie die reellen Zahlen R ist.

Zu jeder Menge L nennt man die Abbildung

L— L, x+—z,



22

also die Abbildung, die jedes Element auf sich selbst schickt, die Identitdt
(auf L). Sie wird mit Id;, bezeichnet. Zu einer weiteren Menge M und einem
fixierten Element ¢ € M nennt man die Abbildung

L — M, x+— c,

die also jedem Element x € L den konstanten Wert c zuordnet, die konstante
Abbildung (mit dem Wert c). Sie wird hiufig wieder mit ¢ bezeichnet.”

Fiir eine Abbildung gibt es mehrere Darstellungsmoglichkeiten, z.B. Werte-
tabelle, Balkendiagramm, Kuchendiagramm, Pfeildiagramm, den Graph der
Abbildung. Dabei sind die Ubergiinge zwischen der formalen Definition ei-
ner Abbildung und den visuellen Realisierungen flieBend. In der Mathematik
wird eine Abbildung zumeist durch eine Abbildungsvorschrift beschrieben,
die es erlaubt, die Werte der Abbildung zu berechnen.

X Y Y

- 2 Stracciatella 9,9% 30 =

.b Schokolade 16,6% Erdbee’r o2 o

-lol1l213]4]5]|6
offofofofolol0]0
100[(1]2(3]4]5]6
x ||1]2]3]|4]5]6 2(|0]2(4/6[1{3|5
o(x)|2]4]6]5]3]1 ey 310(3/6[2[5/1]4
(0, 1) 4101411151263
—— 510(5(3[1]6/4][2
6/10[6[5[4/3|2]1

Fa

5Von Hilbert stammt die etwas iiberraschende Aussage, die Kunst der Bezeichnung
in der Mathematik besteht darin, unterschiedliche Sachen mit denselben Symbolen zu
bezeichnen.
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2.2. Injektive und surjektive Abbildungen.

Definition 2.2. Es seien L und M Mengen und es sei
F:L—M
eine Abbildung. Dann heifit F'

e injektiv, wenn fiir je zwei verschiedene Elemente z,2’ € L auch F(z) und
F(2") verschieden sind.

e surjektiv, wenn es fiir jedes y € M mindestens ein Element x € L gibt mit
F(z)=y.

e bijektiv, wenn F' sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Diese Begriffe sind fundamental! Die Frage, ob eine Abbildung F diese Ei-
genschaften besitzt, kann man anhand der Gleichung

F(r)=y

(in den beiden Variablen = und y) erlautern. Die Surjektivitéit bedeutet, dass
es zu jedem y € M mindestens eine Losung x € L fiir diese Gleichung gibt, die
Injektivitit bedeutet, dass es zu jedem y € M maximal eine Losung = € L
fiir diese Gleichung gibt, und die Bijektivitdt bedeutet, dass es zu jedem
y € M genau eine Losung x € L fiir diese Gleichung gibt. Die Surjektivitéit
entspricht also der Existenz von Losungen, die Injektivitdt der Eindeutig-
keit von Losungen. Beide Fragestellungen durchziehen die Mathematik und
konnen selbst wiederum hiufig als die Surjektivitat oder die Injektivitit einer
geeigneten Abbildung interpretiert werden.

Beim Nachweis der Injektivitdt einer Abbildung geht man héufig so vor,
dass man zu zwei gegebenen Elementen x und 2z’ aus der Voraussetzung
F(z) = F(2') erschliefit, dass x = 2’ ist. Dies ist oft einfacher zu zeigen, als
aus x # x’ auf F(x) # F(2') zu schlielen.

Beispiel 2.3. Die Abbildung
R — R, z —> 22,

ist weder injektiv noch surjektiv. Sie ist nicht injektiv, da die zwei verschie-
denen Zahlen 2 und —2 beide auf 4 abgebildet werden. Sie ist nicht surjektiv,
da nur nichtnegative Elemente erreicht werden (eine negative Zahl hat keine
reelle Quadratwurzel). Die Abbildung

2
RZO—>R,$I—>LE,

ist injektiv, aber nicht surjektiv. Die Injektivitat folgt beispielsweise so: Wenn
2? = y? ist mit x,y > 0, so ist entweder z = y = 0 oder (z/y)? = 1, also
x/y = 1 und daher x = y. Die Abbildung

2
R — R>g, 2 +— 27,
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ist nicht injektiv, aber surjektiv, da jede nichtnegative reelle Zahl eine Qua-
dratwurzel besitzt. Die Abbildung
R>o — R>o, 2 — z2,
ist injektiv und surjektiv.

Definition 2.4. Es sei F': L — M eine bijektive Abbildung. Dann heifit die
Abbildung

G: M — L,

die jedes Element y € M auf das eindeutig bestimmte Element x € L mit
F(x) = y abbildet, die Umkehrabbildung zu F'.

2.3. Hintereinanderschaltung von Abbildungen.

Definition 2.5. Es seien L, M und N Mengen und
F:L— M, z— F(z),
und
G: M — N, y— G(y),
Abbildungen. Dann heifit die Abbildung®

GoF: L — N, z+—— G(F(z)),
die Hintereinanderschaltung der Abbildungen F' und G.

Es gilt also
(GoF)(x) = G(F(x)),

wobei die linke Seite durch die rechte Seite definiert wird. Wenn die beiden
Abbildungen durch funktionale Ausdriicke gegeben sind, so wird die Hinter-
einanderschaltung dadurch realisiert, dass man den ersten Ausdruck anstelle
der Variablen in den zweiten Ausdruck einsetzt (und nach Moglichkeit ver-
einfacht).

Lemma 2.6. FEs seien L, M, N und P Mengen und es seien
F: L— M, z+— F(z),
G: M — N, y— G(y),

und
H: N— P, z+—— H(z),
Abbildungen. Dann ist
Ho(GoF)=(HoG)oF.
5Man beachte, dass in der Bezeichnung die ,,verkehrte“ Reihenfolge verwendet wird, da

ja F zuerst ausgefiithrt wird. Dies beruht darauf, dass das Argument rechts geschrieben
wird.
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Beweis. Zwei Abbildungen «, f: L — P sind genau dann gleich, wenn fiir
jedes x € L die Gleichheit a(z) = [(z) gilt. Sei also € L. Dann ist

(Ho(GoF))(z) = H((GoF)(x
= H<G(F(fv))()

I
=
O

-
(@)

=

S

2.4. Graph, Bild und Urbild einer Abbildung.

Definition 2.7. Es seien L und M Mengen und es sei
F:L—M
eine Abbildung. Dann nennt man
I'p={(z,F(x))|]re L} CLxM
den Graphen der Abbildung F'.
Definition 2.8. Es seien L und M Mengen und es sei
F:L—M
eine Abbildung. Zu einer Teilmenge S C L heifit
F(S)={y € M|es gibt ein x € S mit F(x) =y}
das Bild von S unter F. Fiir S = L heif3t
F(L) =Bild (F)
das Bild der Abbildung.
Definition 2.9. Es seien L und M Mengen und es sei
F: L—M
eine Abbildung. Zu einer Teilmenge T' C M heif}t
FYT)={ze€L|F(z)eT}
das Urbild von T unter F. Fiir eine einelementige Teilmenge 7' = {y} heifit

F({y})

das Urbild von y.
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2.5. Verkniipfungen.

Definition 2.10. Eine Verkniipfung o auf einer Menge M ist eine Abbildung
o: M x M — M, (z,y) — o(z,y) =z oy.

Eine Verkniipfung macht also aus einem Paar
(x,y) € M x M

ein einziges Element
xoye M.

Eine Vielzahl von mathematischen Konstruktionen fallt unter diesen Begrift:
Die Addition, die Differenz, die Multiplikation, die Division von Zahlen, die
Verkniipfung von Abbildungen, der Durchschnitt oder die Vereinigung von
Mengen, etc. Als Verkniipfungssymbol kommt eine ganze Reihe in Frage, z.B.
o, +,—, D, &, O us.w.

Wichtige strukturelle Eigenschaften einer Verkniipfung werden in den folgen-
den Definitionen aufgelistet.

Definition 2.11. Eine Verkniipfung
or: M xM— M, (x,y) —> z oy,
auf einer Menge M heifit kommutativ, wenn fiir alle z,y € M die Gleichheit
roy=yox
gilt.
Definition 2.12. Eine Verkniipfung
or: M x M — M, (x,y) —> z oy,
auf einer Menge M heifit assoziativ, wenn fiir alle x,y, 2 € M die Gleichheit
(xoy)oz=2x0(yoz)
gilt.
Definition 2.13. Es sei eine Menge M mit einer Verkniipfung
or: M x M — M, (z,y) —> xz oy,

gegeben. Dann heifit ein Element e € M neutrales Element der Verkniipfung,
wenn fiir alle z € M die Gleichheit

roe=xr=eox
gilt.

Im kommutativen Fall muss man natiirlich fiir das neutrale Element nur eine
Reihenfolge betrachten.
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Definition 2.14. Es sei eine Menge M mit einer Verkniipfung
or: M x M — M, (x,y) —> z oy,

und einem neutralen Element e € M gegeben. Dann heifit zu einem Element
x € M ein Element y € M inverses Element, wenn die Gleichheit

roy =€ =youxw
gilt.
Beispiel 2.15. Es sei L eine Menge und

M = Abb (L, L)

die Menge aller Abbildungen von L in sich. Durch die Hintereinanderschal-
tung von Abbildungen liegt eine Verkniipfung auf M vor, die aufgrund von
Lemma 2.6 assoziativ ist. Dagegen ist sie nicht kommutativ. Die Identitat auf
L ist das neutrale Element. Eine Abbildung f: L — L besitzt genau dann
ein inverses Element, wenn sie bijektiv ist; das inverse Element ist einfach
die Umkehrabbildung.

Beginnend mit der néchsten Vorlesung beschéftigen wir uns mit den reellen
Zahlen, bei denen es die Addition und die Multiplikation als Verkniipfungen
gibt. Erstaunlicherweise erfiillen diese beiden Verkniipfungen (bei der Mul-
tiplikation muss man die Multiplikation herausnehmen) fiir sich genommen
eine wichtige algebraische Struktur: Es handelt sich um Gruppen.

Definition 2.16. Eine Menge GG mit einem ausgezeichneten Element e € GG
und mit einer Verkniipfung

GxG— G, (g,h) —> goh,
heifit Gruppe, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind.
(1) Die Verkniipfung ist assoziativ, d.h. fiir alle f, g,h € G gilt
(fog)oh=fo(goh).
(2) Das Element e ist ein neutrales Element, d.h. fiir alle g € G gilt

goe=g=¢cog.
(3) Zu jedem g € G gibt es ein inverses Element, d.h. es gibt ein h € G
mit
hog=goh=e.

Solch abstrakte Strukturen fithren ein Doppelleben: Einerseits sind sie wirk-
lich nur die gegebene formale Struktur, die Elemente sind nur irgendwelche
Elemente einer irgendwie gegebenen Menge, die Verkniipfung ist irgendei-
ne Verkniipfung, unter der man sich nichts Bestimmtes vorstellen soll. Die
gewahlten Symbole sind willkiirlich und ohne Bedeutung. Andererseits er-
halten solche abstakte Strukturen dadurch ihr Leben, dass konkrete mathe-
matische Strukturen darunter subsummiert werden konnen. Die konkreten
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Strukturen sind Beispiele oder Modelle fiir die abstrakte Struktur (und sie
sind mathematikhistorisch auch die Motivation, abstraktere Strukturen ein-
zufithren). Beide Ebenen sind wichtig, man sollte sie aber stets auseinander
halten.

2. ARBEITSBLATT

2.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 2.1. Es seien L, M, N Mengen und f: L - M und g: M — N
surjektive Abbildungen. Zeige, dass die Hintereinanderschaltung g o f eben-
falls surjektiv ist.

Aufgabe 2.2. Es seien L, M, N Mengen und f: L - M und g: M — N
injektive Abbildungen. Zeige, dass die Hintereinanderschaltung go f ebenfalls
injektiv ist.

Aufgabe 2.3. Eine Funktion
f: R— R z+— f(x),

heifit streng wachsend, wenn fiir alle x1,zo € R mit 27y < 25 auch f(z1) <
f(x2) gilt. Zeige, dass eine streng wachsende Funktion f injektiv ist.

Aufgabe 2.4. Man gebe Beispiele fiir Abbildungen
p,: N— N

derart, dass ¢ injektiv, aber nicht surjektiv ist, und dass v surjektiv, aber
nicht injektiv ist.

Aufgabe 2.5. Es seien m und n natiirliche Zahlen. Zeige durch Induktion
iiber m, dass aus einer Bijektion

e: {1,...,m} —{1,...,n}
folgt, dass m = n ist.

Aufgabe 2.6.*
Seien L, M, N Mengen und
f:L—Mundg: M — N
Abbildungen mit der Hintereinanderschaltung
gof: L — N, z+—— g(f(x)).
Zeige: Wenn g o f injektiv ist, so ist auch f injektiv.
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Aufgabe 2.7. Bestimme die Hintereinanderschaltungen
poy und Yo p
fiir die Abbildungen ¢, : R — R, die durch
o(r) = 2° + 32 — 4 und Y(z) = 22° — 2% + 5z — 3

definiert sind.

Aufgabe 2.8. Der Pferdepfleger hat einen Korb voller Apfel und geht auf
die Weide, um die Apfel an die Pferde zu verteilen. Danach geht jedes Pferd
in seine Lieblingskuhle und macht dort einen groflen Pferdeapfel. Modelliere
den Vorgang mit geeigneten Mengen und Abbildungen. Man mache sich die
Begriffe injektiv und surjektiv an diesem Beispiel klar. Kann die Gesamtab-
bildung surjektiv sein, wenn es 10 Apfel, 6 Pferde und 8 Kuhlen gibt?

Aufgabe 2.9. Sei M eine Menge, die als disjunkte Vereinigung
M=AwB

gegeben ist. Definiere eine Bijektion zwischen der Potenzmenge B (M) und
der Produktmenge B (A) x B (B). Wie verhalten sich diese beiden Mengen,
wenn A und B zwar eine Vereinigung von M ergeben, aber nicht disjunkt
sind, und umgekehrt?

Aufgabe 2.10. Sei M eine Menge. Stifte eine Bijektion zwischen
B (M) und Abb (M,{0,1}) .

Aufgabe 2.11. Seien M, N, . Mengen. Stifte eine Bijektion zwischen
Abb (M x N,L) und Abb (M,Abb (N, L)) .

Man mache sich diese Situation fiir M = N = [0,1] und L = R klar.

Aufgabe 2.12. Es sei
F:L—M

eine Abbildung. Zeige, dass das Urbildnehmen
P (M) — B (L), T — FH(T),
folgende Eigenschaften besitzt (fiir beliebige Teilmengen T, 77,7, C M):
(1) FFY(TyNT) = FYTy) N F~Y(Ty),

(2) F-Y(Ty UTy) = F-(T)) U F~\(Ty),
(3) F-Y(M\ T) =L\ F\(T).
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Aufgabe 2.13. Es sei
F:L—M

eine Abbildung. Zeige, dass das Bildnehmen
B (L) — B(M), S — F(5),
folgende Eigenschaften besitzt (fiir beliebige Teilmengen S, Sy, S, C L):

(1) F(S1NSy) C F(S1)NF(Sy),
(2) F(S1USy) = F(S1)UF(S,),
(3) F(L\S) 2 F(M)\ F(S).

Zeige durch Beispiele, dass die beiden Inklusionen in (1) und (3) echt sein
kénnen.

Aufgabe 2.14. Es seien L und M Mengen und es sei
F:L—M

eine Abbildung. Zeige, dass F' genau dann injektiv ist, wenn das Urbildneh-
men

P (M) — P (L), T — FY(T),

surjektiv ist.

Aufgabe 2.15. Es seien L und M Mengen und es sei
F:L—M

eine Abbildung. Zeige, dass I’ genau dann surjektiv ist, wenn das Urbildneh-
men

P (M) — P (L), T— FYT),

injektiv ist.

Aufgabe 2.16. Betrachte die ganzen Zahlen Z mit der Differenz als Ver-
kniipfung, also die Abbildung

ZxZ—1Z, (a,b) — a —b.

Besitzt diese Verkniipfung ein neutrales Element? Ist diese Verkniipfung as-
soziativ, kommutativ, gibt es zu jedem Element ein inverses Element?
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2.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 2.17. (3 Punkte)
Bestimme die Hintereinanderschaltungen
pound Yo p
fiir die Abbildungen ¢,7: R — R, die durch
() =2+ 32> — 20 + 5 und (x) = 22° — 2* + 62 — 1

definiert sind.

Aufgabe 2.18. (3 Punkte)

Man beschreibe eine Bijektion zwischen N und Z.

Aufgabe 2.19. (3 Punkte)
Seien L, M, N Mengen und

f:L—Mundg: M — N
Abbildungen mit der Hintereinanderschaltung

gof: L — N,z g(f(x)).
Zeige: Wenn g o f surjektiv ist, so ist auch g surjektiv.

Zeige durch ein Beispiel, dass die Umkehrung nicht gilt.

Aufgabe 2.20. (3 Punkte)

Betrachte auf der Menge M = {1,2,3,4,5,6,7,8} die Abbildung
o: M — M, x — p(x),

die durch die Wertetabelle

o(z) (25614 |3]7]|7

gegeben ist. Berechne ¢'%%3 also die 1003-te Hintereinanderschaltung (oder

Iteration) von ¢ mit sich selbst.
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Aufgabe 2.21. (5 Punkte)
Es seien L und M Mengen. Wir betrachten die Abbildung
W: Abb (L, M) — Abb (B (L), B (M)), f+— f1,
bei der einer Abbildung das Urbildnehmen zugeordnet wird.
a) Zeige, dass U injektiv ist.
b) Es sei L # (. Zeige, dass ¥ nicht surjektiv ist.

3. VORLESUNG - KORPER

3.1. Korper.

Wir werden nun die Eigenschaften der reellen Zahlen besprechen. Grundle-
gende Eigenschaften von mathematischen Strukuren werden als Aziome be-
zeichnet. In der Mathematik werden sémtliche Eigenschaften aus den Axio-
men logisch abgeleitet. Die Axiome fiir die reellen Zahlen gliedern sich in al-
gebraische Axiome, Anordnungsaxiome und das Vollstandigkeitsaxiom. Die
algebraischen Axiome werden im Begriff des Korpers zusammengefasst. Un-
ter algebraischen Eigenschaften versteht man solche Eigenschaften, die sich
auf die Rechenoperationen, also die Addition, die Subtraktion, die Multi-
plikation und die Division, beziehen. Diese Operationen ordnen zwei reellen
Zahlen eine weitere reelle Zahl zu, es handelt sich also um Verkniipfungen.

Definition 3.1. Eine Menge K heif3t ein Kdrper, wenn es zwei Verkniipfun-
gen (genannt Addition und Multiplikation)

+:AXxK—Kund -: K xK — K

und zwei verschiedene Elemente 0,1 € K gibt, die die folgenden Eigenschaf-
ten erfiillen.

(1) Axiome der Addition
(a) Assoziativgesetz: Fiir alle a,b,c € K gilt: (a+b)+c¢ = a+ (b+c).
(b) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € K gilt a+b =0+ a.
(c) 0 ist das neutrale Element der Addition, d.h. fiir alle @ € K ist
a+0=a.
(d) Existenz des Negativen: Zu jedem a € K gibt es ein Element
be K mita+0b=0.
(2) Axiome der Multiplikation
(a) Assoziativgesetz: Fiir alle a,b,c € K gilt: (a-b)-c=a-(b-c).
(b) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € K gilt a-b=10- a.
(c) 1ist das neutrale Element der Multiplikation, d.h. fiir alle a € K
ista-1=a.
(d) Existenz des Inversen: Zu jedem a € K mit a # 0 gibt es ein
Element ¢ € K mit a-c = 1.
(3) Distributivgesetz: Fiir alle a,b,c € K gilt a- (b+c¢) = (a-b) + (a - ¢).
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Dass all diese Axiome fiir die reellen Zahlen (und die rationalen Zahlen) mit
den natiirlichen Verkniipfungen gelten, ist aus der Schule bekannt. Unter
Verwendung des Gruppenbegriffs kann man auch sagen, dass ein Korper eine
Menge mit zwei Verkniipfungen + und - und zwei fixierten Elementen 0 # 1
ist, derart, dass (K, 4,0) und K\ {0}, -, 1 jeweils kommutative Gruppen sind
und dass das Distributivgesetz gilt. Daher gelten fiir die Addition und die
Multiplikation haufig strukturell dhnliche Eigenschaften. Da wir in dieser
Vorlesung die Gruppentheorie nicht systematisch entwickeln werden, ist das
nur eine Nebenbemerkung.

In einem Korper gilt die Klammerkonvention, dass die Multiplikation stéarker
bindet als die Addition. Man kann daher a - b + ¢ - d statt (a - b) + (c -
d) schreiben. Zur weiteren Notationsvereinfachung wird das Produktzeichen
hiufig weggelassen. Die besonderen Elemente 0 und 1 in einem Korper werden
als Nullelement und als Einselement bezeichnet. Nach der Definition miissen
sie verschieden sein.

Die wichtigsten Beispiele fiir einen Kérper sind fiir uns die rationalen Zahlen,
die reellen Zahlen und die komplexen Zahlen, die wir spéater kennenlernen
werden.

Lemma 3.2. In einem Korper K ist zu einem Element x € K das Element
y mit v +y = 0 eindeutig bestimmt. Bei x # 0 ist auch das Element z mit
xz =1 eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei x vorgegeben und seien y und ¢’ Elemente mit z+y = 0 = x+y/.
Dann gilt
=y+t0=y+@+y)=@W+ta)+y =(e+ty+y =0+y =y
Insgesamt ist also y = /. Fiir den zweiten Teil sei x vorgegeben mit = # 0.
Es seien z und 2z’ Elemente mit xz = 1 = x2’. Dann ist
z =21 = z(x2) = (z2)d = 12/ = 2.
Also ist z = 2. O

Zu einem FElement a € K nennt man das nach diesem Lemma eindeutig
bestimmte Element y mit a + y = 0 das Negative von a und bezeichnet es
mit —a. Es ist —(—a) = a, da wegen a + (—a) = 0 das Element a gleich dem
eindeutig bestimmten Negativen von —a ist.

Statt b + (—a) schreibt man abkiirzend b — a und spricht von der Differenz.
Die Differenz ist also keine grundlegende Verkniipfung, sondern wird auf die
Addition mit dem Negativen zuriickgefiihrt.

Das zu a € K, a # 0, nach diesem Lemma eindeutig bestimmte Element z
mit az = 1 nennt man das Inverse von a und bezeichnet es mit a~!.

Fiir a,b € K, b # 0, schreibt man auch abkiirzend

a/b = % = ab'.
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Die beiden linken Ausdriicke sind also eine Abkiirzung fiir den rechten Aus-
druck.

Zu einem Korperelement a € K und n € N wird a” als das n-fache Produkt
von a mit sich selbst definiert, und bei a # 0 wird a™" als (a~!)™ interpretiert.

Ein , kurioser® Korper wird im folgenden Beispiel beschrieben. Dieser Koérper
mit zwei Elementen ist in der Informatik und der Kodierungstheorie wichtig,
wird fiir uns aber keine grofie Rolle spielen. Er zeigt, dass es nicht fiir jeden
Korper sinnvoll ist, seine Elemente auf der Zahlengeraden zu verorten.

Beispiel 3.3. Wir suchen nach einer Korperstruktur auf der Menge {0, 1}.
Wenn 0 das neutrale Element einer Addition und 1 das neutrale Element einer
Multiplikation sein soll, so ist dadurch schon alles festgelegt, da 1 +1 =0
sein muss, da 1 ein inverses Element beziiglich der Addition besitzen muss,
und da in jedem Korper nach Lemma 3.4 (1) 0-0 = 0 gelten muss. Die
Operationstafeln sehen also wie folgt aus.

+]0]
00
11

OHH

und

H

0110]0
1(10]1

Durch etwas aufwéndiges Nachrechnen stellt man fest, dass es sich in der Tat
um einen Koérper handelt.

Die folgenden Eigenschaften sind fiir den Korper der reellen Zahlen vertraut,
wir beweisen sie aber allein aus den Axiomen eines Kérpers. Sie gelten daher
fiir einen jeden Korper.

Lemma 3.4. Es sei K ein Korper und seien a,b,c,aq,...,a,,b1,...,bs Ele-
mente aus K. Dann gelten folgende Aussagen.

a0 = 0 (Annullationsregel ).

(—a)b = —ab = a(-D).

(—a)(—b) = ab (Vorzeichenregel ).

a(b—c¢) = ab — ac.

(D im1 @) (D=1 bk) = D icicr 1<k<s @bk (allgemeines Distributivge-
setz ). S

(6) Aus a-b=0 folgt a =0 oder b = 0.

(1)
(2)
(3)
(4)
()

Beweis. (1) Esist a0 = a(04+0) = a0+ a0. Durch beidseitiges Abziechen
von a0 ergibt sich die Behauptung.
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(2)
(—a)b+ab = (—a+a)b =0b =0
nach Teil (1). Daher ist (—a)b das (eindeutig bestimmte) Negative
von ab. Die zweite Gleichheit folgt analog.

(3) Nach (2) ist (—(—a))b = (—a)(—b) und wegen —(—a) = a folgt die
Behauptung.

(4) Dies folgt auch aus dem bisher Bewiesenen.

(5) Dies folgt aus einer Doppelinduktion, siche Aufgabe 3.17.

(6) Nehmen wir an, dass a und b beide von 0 verschieden sind. Dann gibt
es dazu inverse Elemente a~! und b~ und daher ist (ab)(b~ta™1) = 1.
Andererseits ist aber nach Voraussetzung ab = 0 und daher ist nach
der Annullationsregel

(ab)(bta™) = 0(b'a™t) = 0,
so dass sich der Widerspruch 0 = 1 ergibt.

3.2. Die rationalen Zahlen.

Wir geben eine Definition der rationalen Zahlen allein unter Bezug auf die
ganzen Zahlen.

Definition 3.5. Unter einer rationalen Zahl versteht man einen Ausdruck

der Form a

E )
wobei a,b € Z und b # 0 sind, und wobei zwei Ausdriicke § und 5 genau
dann als gleich betrachtet werden, wenn ad = be (in Z) gilt. Die Menge aller
rationalen Zahlen wird mit Q bezeichnet.

Bei § heilt a der Zihler und b der Nenner der rationalen Zahl. Fiir die
rationale Zahl { schreibt man einfach a. In diesem Sinne sind ganze Zah-
len insbesondere auch rationale Zahlen. Es gelten die folgenden Identitéiten

(dabei seien ¢, d # 0, ansonsten seien alle a, b, ¢,d € 7Z beliebig).

(1)

R
—1

(2) .
- =0,
c

) )
- =1,
c

(4)
a ad
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Die Addition und die Multiplikation auf rationalen Zahlen wird folgender-
maflen festgelegt.

(1)
ab

b
d’ = cd’

a
C

(2)

a b ad + be

c d = cd

Man addiert also zwei rationale Zahlen, indem man die Nenner gleichnamig
macht. Diese Operationen sind wohldefiniert und wieder assoziativ, kommu-
tativ und es gilt das Distributivgesetz. Diese Eigenschaften kann man auf die
entsprechenden Eigenschaften der ganzen Zahlen zuriickfithren, sieche Aufga-
be 3.1.

Die 0 = % hat wieder die Eigenschaft

a a
0O+—- = —+
T

und die 1 = % hat wieder die Eigenschaft
a a
1.- = —.
b b

Ferner gibt es wieder zu einer rationalen Zahl § die negative Zahl —¢ = 3°.

Sie besitzt die charakteristische FEigenschaft

a a —a+a
pum pu— O_
b b b

Zu einer rationalen Zahl § mit a,b # 0 (also wenn Zéhler und Nenner von 0

verschieden sind) ist auch der umgedrehte Bruch % eine rationale Zahl, und
es gilt

a ab

b ab
Man nennt g die inverse rationale Zahl zu . Mit all diesen Festlegungen ist
Q ein Korper.

1.

Q|

Man kann die rationalen Zahlen auf der Zahlengeraden platzieren (die ganzen
Zahlen seien dort schon platziert). Die rationale Zahl ¢ mit a,b € N, findet
man so: Man unterteilt die Strecke von 0 nach a in b gleichlange Teilstrecken.
Die Zahl ¢ ist dann die rechte Grenze des (von links) ersten Teilintervalls.
Insbesondere ist % die Lange des Intervalls, dass b-fach nebeneinander gelegt
die Einheitsstrecke (oder das Einheitsintervall) ergibt.”

Als Punkte auf der Zahlengeraden lassen sich rationale Zahlen ihrer Grofie
nach vergleichen. Dabei gilt fiir ¥ und § mit a,b, c,d € N die Beziehung

a c

Z > =

b — d

"Die Frage, wie man diese Unterteilung elementar durchfiihrt, besprechen wir hier nicht.
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genau dann, wenn in Z die Beziehung
ad > be

gilt. Um dies einzusehen, bringt man die beiden rationalen Zahlen auf den

Hauptnenner, d.h. man vergleicht ‘Z—j und g—g. Die GroBerbeziehung héngt

dann allein von den beiden Zahlern ab.

3.3. Die Binomialkoeffizienten.

Definition 3.6. Zu einer natiirlichen Zahl n nennt man die Zahl
nl:=nn-1)mn-2)---3-2-1
die Fakultdt von n (sprich n Fakultét).

Bei einer n-elementigen Menge M gibt es n! bijektive Abbildungen von M
nach M. Gleichbedeutend damit ist, dass es n! Moglichkeiten gibt, n Objekte
auf n Plédtze zu verteilen.

Definition 3.7. Es seien k und n natiirliche Zahlen mit k£ < n.® Dann nennt

man
n\ n!
k) kl(n — k)!

den Binomialkoeffizienten ,,n iiber k“.

Diesen Bruch kann man auch als
nn—1)n-2)---(n—k+2)(n—Fk+1)
k(k—1)(k—2)---2-1

schreiben, da die Faktoren aus (n — k)! auch in n! vorkommen und daher
kiirzbar sind. In dieser Darstellung stehen im Zéhler und im Nenner gleich
viele Faktoren. Von der Definition her ist es nicht sofort klar, dass es sich bei
den Binomialkoeffizienten um natiirliche Zahlen handelt. Dies folgt aus der
folgenden Beziehung.

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Das Dreieck der Binomialkoeffizienten war in Indien und in Persien schon um
1000 bekannt,

8Bei k > n setzen wir die Binomialkoeffizienten gleich 0.
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in Europa heifit es das Pascalsche Dreieck (nach Blaise Pascal (1623-1662)).

Lemma 3.8. Die Binomialkoeffizienten erfiillen die rekursive Bedingung

n+1\ [n n n
k \k k—1)"
Beweis. Siehe Aufgabe 3.11. O

Der Binomialkoeffizient (Z) hat die folgende inhaltliche Bedeutung: Er gibt

fiir eine n-elementige Menge M die Anzahl sdmtlicher k-elementigen Teil-
mengen von M an, siche Aufgabe 3.14.

Die folgende Formel bringt die Addition und die Multiplikation in einem
Korper miteinander in Beziehung.
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Satz 3.9. Es seien a,b Elemente in einem Kérper. Ferner sein eine natirli-
che Zahl. Dann gilt

oo =3 (Dev-s

k=0

Beweis. Wir fithren Induktion nach n. Fiir n = 0 steht einerseits (a+b)" = 1
und andererseits a’0® = 1. Sei die Aussage bereits fiir n bewiesen. Dann ist

(a+b)""t = (a+b)(a+Db)"

= (a+b) <kzn; <Z) ak;,nk)
= a (;n; <Z> akb"k> +b (:0 (Z) akb”k>

_ 2”: (Z’) ak+lbn—k + zn: (Z) akbn—k-l-l
k=0

k=0
n+1

n kpn—k+1 N\ kpn—k+1
b b
" 1) DY ( k) ;

I
3
gk
t

>
n+1
_ n n kintl—k n+1
= () + (1))t
k=1
n+1
— Z <7’L —]L_ ]‘> akanrlfk 4 bn+1
k=1
n+1
= (n Z 1) a" otk
k=0
O
a b
@ (&7
al a? |ab ' o ]
7

(a+b)’ =
b a b a’+3a’b+3ab’ +b°
a b
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3. ARBEITSBLATT

3.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 3.1. Zeige, und zwar allein unter Bezug auf Rechengesetze in Z,
dass die durch

(1)
ab

b
d  cd

a
C

(2)
a b ad + be

c d cod

definierte Addition und Multiplikation auf den rationalen Zahlen wohldefi-
niert ist, und dass die Assoziativitit, die Kommutativitiat und das Distribu-
tivgesetz gelten.

Aufgabe 3.2. Es seien z,y, z, w Elemente in einem Korper, wobei z und w
nicht null seien. Beweise die folgenden Bruchrechenregeln.

(1)

x
_:x’
1
(2)
1
S
—1
(3)
=0,
(4)
21,
(5)
v _ v
2 2w
(6)
Ty wy
2w 2w’
(7)
y  rw+yz
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Gilt die zu (7) analoge Formel, die entsteht, wenn man Addition mit Multi-
plikation (und Subtraktion mit Division) vertauscht, also

(1—2)-(y—w) = (x+w) - (y+2) — (z+w)?
Zeige, dass die ,,beliebte Formel*
x y Tty

Z w Z+w

nicht gilt.

Aufgabe 3.3. Zeige, dass in einem Korper das ,,umgekehrte Distributivge-
setz“, also

a+(be) = (a+b) - (a+0),
nicht gilt.

Aufgabe 3.4. Beschreibe und beweise Regeln fiir die Addition und die Mul-
tiplikation von geraden und ungeraden ganzen Zahlen. Man definiere auf der
zweielementigen Menge

{G.,U}

eine ,, Addition“ und eine , Multiplikation“, die diese Regeln ,,représentieren®.

Aufgabe 3.5. Zeige, dass die einelementige Menge {0} alle Kérperaxiome
erfiillt mit der einzigen Ausnahme, dass 0 = 1 ist.

Aufgabe 3.6. Es sei K ein Korper. Zeige, dass man jeder natiirlichen Zahl
n € N ein Korperelement ny zuordnen kann, so dass Ox das Nullelement in
K und 1k das Einselement in K ist und so dass

(n+1)g =ng + 1k
gilt. Zeige, dass diese Zuordnung die Eigenschaften
(n+m)x =ng +mg und (nm)gx = ng - mg
besitzt.

Erweitere diese Zuordnung auf die ganzen Zahlen Z und zeige, dass die an-
gefithrten strukturellen Eigenschaften dann ebenfalls gelten.

Aufgabe 3.7. Skizziere den Graph der reellen Addition
+: RxR—R, (z,y) — z +y,
und den Graph der reellen Multiplikation
 RXxR—R, (z,y) — z-y.
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Aufgabe 3.8.*

Zwei Personen, A und B, liegen unter einer Palme, A besitzt 2 Fladenbrote
und B besitzt 3 Fladenbrote. Eine dritte Person C' kommt hinzu, die kein
Fladenbrot besitzt, aber 5 Taler. Die drei Personen werden sich einig, fiir
die 5 Taler die Fladenbrote untereinander gleichméfig aufzuteilen. Wie viele
Taler gibt C' an A und an B?

Aufgabe 3.9. Man gebe die Antworten als Bruch (bezogen auf das ange-
gebene Vergleichsmafl): Um wie viel ist eine drei Viertel Stunde ldnger als
eine halbe Stunde, und um wie viel ist eine halbe Stunde kiirzer als eine drei
Viertel Stunde?

Aufgabe 3.10. Man erlautere die Uhrzeitangaben ,halb fiinf*, | viertel
fiinf“, |, drei viertel fiinf“. Was wiirde ,,ein sechstel fiinf“ und ,,drei siebtel
fiinf* bedeuten?

Aufgabe 3.11. Zeige, dass die Binomialkoeffizienten die rekursive Bedin-
gung
n+1\ (n n n
k) \k k—1

Aufgabe 3.12. Zeige, dass die Binomialkoeffizienten natiirliche Zahlen sind.

erfiillen.

Aufgabe 3.13. Beweise die Formel

Aufgabe 3.14.*

Es sei M eine n-elementige Menge. Zeige, dass die Anzahl der k-elementigen
Teilmengen von M gleich dem Binomialkoeffizienten

(+)

ist.

Aufgabe 3.15.*
Beweise durch Induktion, dass fiir n > 10 die Abschitzung
3n Z n4

gilt.
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3.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 3.16. (2 Punkte)
Zeige fiir einen Korper K die folgenden Eigenschaften.
(1) Fiir jedes a € K ist die Abbildung

a: K — K, x— x+a,
bijektiv.
(2) Fiir jedes b € K, b # 0, ist die Abbildung

wy: K — K, v — bz,

bijektiv.

Aufgabe 3.17. (3 Punkte)

Beweise das allgemeine Distributivgesetz fiir einen Koérper.

Aufgabe 3.18. (3 Punkte)

Zeige, dass die ,,Rechenregel“
a c a—+c

bd T brd
bei a,c € Ny (und b, d # 0) niemals gilt. Man gebe ein Beispiel mit a, b, ¢, d #
0, wo diese Regel gilt.

Aufgabe 3.19. (3 Punkte)
Wir betrachten die Menge

K=QxQ={(a,b)a,bcQ}
mit den beiden ausgezeichneten Elementen

0=(0,0) und 1 = (1,0),
der Addition
(a,b) + (c,d) == (a+¢,b+d)
und der Multiplikation
(a,b) - (c,d) := (ac — bd,ad + bc) .

Zeige, dass K mit diesen Operationen ein Korper ist.

Aufgabe 3.20. (3 Punkte)

Beweise die Formel

n2nt = i k(n) .
k=0 k
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4. VORLESUNG - ANORDNUNG

4.1. Angeordnete Korper.

Zwei reelle Zahlen kann man ihrer Grofle nach vergleichen, d.h. die eine ist
grofler als die andere oder es handelt sich um die gleiche Zahl. Auf der Zah-
lengeraden bedeutet dies, dass die eine Zahl rechts von der anderen liegt.
Die wesentlichen Eigenschaften der Groflerbeziehung werden im Begriff des
angeordneten Korpers zusammengefasst. Um dieses Konzept formulieren zu
konnen, fithren wir kurz die grundlegenden Begriffe Relation und Ordnungs-
relation ein.

Definition 4.1. Seien X und Y Mengen. Eine Relation zwischen X und Y
ist eine Teilmenge R C X x Y.

D.h. bei einer Relation stehen gewisse Paare (z,y) in der gegebenen Relati-
on, und die anderen Paare eben nicht. Man schreibt dafiir (z,y) € R oder
R(z,y) oder zRy. Im Moment sind wir an Ordnungsrelationen interessiert,
die folgendermaflen definiert werden.

Definition 4.2. Eine Relation < auf einer Menge I heifit Ordnungsrelation
oder Ordnung, wenn folgende drei Bedingungen erfiillt sind.

(1) Esist i < i fir alle i € 1.
(2) Aus i < j und j < k folgt stets i < k.
(3) Ausi < j und j < i folgt i = j.

Definition 4.3. Eine Ordnungsrelation < auf einer Menge [ heif}t lineare
Ordnung (oder totale Ordnung), wenn zu je zwei Elementen x,y € I die
Beziehung x < y oder y < x gilt.

Definition 4.4. Ein Korper K heiflit angeordnet, wenn es eine totale Ord-
nung ,,>“ auf K gibt, die die beiden Eigenschaften

(1) Aus a > b folgt a + ¢ > b+ ¢ (fiir beliebige a,b,c € K)
(2) Aus a > 0 und b > 0 folgt ab > 0 (fiir beliebige a,b € K)

erfillt.

Statt @ > b schreibt man auch b < a. Die Schreibweise ¢ > b bedeutet
a > bund a # b. Eine wichtige Beziehung in einem angeordneten Koérper
ist, dass @ > b #quivalent zu @ — b > 0 ist. Diese Aquivalenz ergibt sich
durch beidseitiges Addieren von —b bzw. b aus dem ersten Axiom. In einem
angeordneten Korper nennt man ein Element a € K positiv, wenn a > 0 ist,
und negativ,’ wenn a < 0 ist. Die 0 ist demnach weder positiv noch negativ,

9Man beachte, dass hier negativ in einem neuen Sinn auftritt. In jedem Korper K gibt
zu jedem Element z € K das negative Element —z, also das Inverse von x bzgl. der
Addition. Das Element —z ist aber nicht in einem absoluten Sinn negativ, sondern nur in
Bezug auf . Dagegen gibt es in einem angeordneten Korper wirklich negative und positive
Elemente.
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und jedes Element ist entweder positiv oder negativ oder null. Die Elemente
a mit ¢ > 0 nennt man dann einfach nichtnegativ und die Elemente a mit
a < 0 nichtpositiv. Fiir die entsprechenden Mengen schreibt man

Ky, K ,Ksog=K?, Keg= K"

oder Ahnliches. Die wichtigsten Beispiele fiir angeordnete Korper sind der
Korper der rationalen Zahlen Q und der Korper der reellen Zahlen R.

Lemma 4.5. In einem angeordneten Korper gelten die folgenden Eigenschaf-
ten.

(1) 1 >0,
(2) Aus a > b und ¢ > 0 folgt ac > bc,
(3) Aus a > b und ¢ <0 folgt ac < bc.

Beweis. Siehe Aufgabe 4.7. |

Definition 4.6. Sei K ein angeordneter Korper. Zu a,b € K, a < b, nennt
man

o a,b) ={x € K|z > aund z < b} das abgeschlossene Intervall.
ea,b[={z € K|x > a und = < b} das offene Intervall.
ela,b] = {z € K|z > aund x < b} das linksseitig offene Intervall.

e a,b]={x € K|z > a und = < b} das rechtsseitig offene Intervall.

Fiir das offene Intervall wird héufig auch (a,b) geschrieben. Die Zahlen a
und b heilen die Grenzen des Intervalls, genauer spricht man von oberer
und unterer Grenze. Die Bezeichnung linksseitig und rechtsseitig bei den bei-
den letzten Intervallen (die man auch als halboffen bezeichnet) rithren von
der iiblichen Reprisentierung der reellen Zahlen als Zahlengerade her, bei
der rechts die positiven Zahlen stehen. Zutreffender (also weniger konven-
tionsverhaftet) wére es von ,groerseitig offen* und , kleinerseitig offen® zu
sprechen. Manchmal werden auch Schreibweisen wie (a, 00) verwendet. Dies
bedeutet nicht, dass es in K ein Element oo gibt, sondern ist lediglich eine
kurze Schreibweise fur {z € K|z > a}.

Bemerkung 4.7. Ein dquivalenter Zugang zum Begriff des angeordneten
Korpers funktioniert so: Man hat einen Korper K, bei dem eine Teilmenge
P C K (die ,positive Hélfte“) ausgezeichnet ist mit den folgenden Eigen-
schaften

(1) Entweder x € P oder —z € P oder x = 0.
(2) Aus z,y € P folgt t +y € P.
(3) Aus x,y € P folgt z -y € P.
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In einem angeordneten Korper erfiillen die positiven Elemente diese Bedin-
gungen. Man kann aber umgekehrt aus einem Korper mit einer solchen po-
sitiven Teilmenge einen angeordneten Korper machen, indem man

xr>ydurchx=yoderx —y e P
definiert, siche Aufgabe 4.23.

4.2. Der Betrag.

y = x|

Definition 4.8. In einem angeordneten Korper K ist der Betrag eines Ele-
mentes z € K folgendermafien definiert.

2] zfallsz >0
l’:
—x falls x < 0.

Der Betrag ist also nie negativ (da aus z < 0 die Beziehung —x > 0 folgt,
vergleiche Aufgabe 4.5) und hat nur bei = 0 den Wert 0, sonst ist er immer
positiv. Die Gesamtabbildung

K — K, z— |z,
nennt man auch Betragsfunktion. Der Funktionsgraph setzt sich aus zwei

Halbgeraden zusammen; eine solche Funktion nennt man auch stickweise
linear.

Lemma 4.9. Es sei K ein angeordneter Korper. Dann erfillt die Betrags-
funktion

K — K, x> |2|,
folgende Figenschaften (dabei seien x,y beliebige Elemente in K ).

(1) 2] > 0.
(2) |z| =0 genau dann, wenn x =0 ist.

(3) |z| = |y| genau dann, wenn x =y oder x = —y ist.

(4) |y — = |z —yl.

(5) [zy| = || [y.

(6) Fiir  # 0 ist |z~ = |z| "

(7) Esist |x +y| < |z|+ |y| (Dreiecksungleichung fiir den Betrag).
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Beweis. Siehe Aufgabe 4.21. O

4.3. Bernoulli’sche Ungleichung.

In der folgenden Aussage verwenden wir fiir ein Element z € K in einem
Korper und einer natiirlichen Zahl n € N die Schreibweisen

nzg=z+---+zund 2" =2z .
4t

n—mal n—mal

Satz 4.10. Sei K ein angeordneter Korper und n eine natirliche Zahl. Dann
qgilt fiir jedes v € K mit x > —1 die Abschdtzung

(I+z)">1+nz.

Beweis. Wir fithren Induktion iiber n. Bei n = 0 steht beidseitig 1, so dass
die Aussage gilt. Sei nun die Aussage fiir n bereits bewiesen. Dann ist

(1+z)"* (1+2)"(1+x)
(1+nz)(1+x)
1+ (n+ 1Dz + na®
1+ (n+1)x,

Vvl

da natiirliche Zahlen und Quadrate in einem angeordneten Koérper nichtne-
gativ sind. U
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4.4. Archimedisch angeordnete Korper.

Wenn man sich wie iiblich die reellen Zahlen als Zahlengerade vorstellt, so
ist das ndchste Axiom selbstverstandlich. Es gibt aber auch sehr interessan-
te angeordnete Korper, in denen dieses Axiom nicht gilt; es gilt auch nicht
im Rahmen der sogenannten non-standard Analysis. Zur Formulierung die-
ses Axioms muss man jede natiirliche Zahl in einem Korper K interpretieren
konnen. Dies geschieht, indem man einer natiirlichen Zahl n € N das Korper-
element

ng=1g+- -+ 1k
—_——
n—mal

zuordnet.

Archimedes (ca. 287 -212 v. C.)

Definition 4.11. Es sei K ein angeordneter Korper. Dann heifit K archi-
medisch angeordnet, wenn das folgende Archimedische Axiom gilt, d.h. wenn
es zu jedem x € K eine natiirliche Zahl n mit

n>ax

gibt.

Diese Eigenschaft ist fiir negative Elemente stets erfiillt, fiir positive Ele-
mente handelt es sich aber um eine echte neue Bedingung, die nicht jeder
angeordnete Korper erfiillt. Einen archimedisch angeordneten Kérper kann
man sich als eine Zahlengerade vorstellen, auf denen auch die ganzen Zah-
len liegen. Mit Zahlengerade wird noch nichts genaues iiber , Liicken“ oder
, Kontinuitat* behauptet.

Lemma 4.12. Sei K ein archimedisch angeordneter Kéorper. Dann gibt es
2w x,y € K mit © > 0 stets einn € N mit nx > y.
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Beweis. Wir betrachten y/x. Aufgrund des Archimedes-Axioms gibt es ein
n mit n > y/x. Da x positiv ist, gilt nach Lemma 4.5 (2) auch nx >y. O

Lemma 4.13. Es set K ein archimedisch angeordneter Kérper. Es sei x > 0.
Dann gibt es eine natiirliche Zahl n € N mait % < z.

Beweis. Es ist 27! eine wohldefinierte nach Aufgabe 4.9 positive Zahl und

daher gibt es eine natiirliche Zahl n € N mit n > 2=! > 0. Dies ist nach
Aufgabe 4.11 dquivalent zu

g

Im folgenden Lemma verwenden wir, dass man zunéchst die ganzen Zahlen
Z in einem angeordneten Korper K wiederfindet und dass man dann auch
die rationalen Zahlen Q in K wiederfindet. Die rationale Zahl n/m ist als
das Element ng - (mg)~! zu interpretieren, siehe auch Aufgabe 4.24.

Lemma 4.14. Es sei K ein archimedisch angeordneter Kérper Dann gibt
es zwischen je zwei Elementen x < y auch eine rationale Zahl n/k (mit
n € Z, ke N;) mit

r< <y

n
k

Beweis. Wegen y > x ist y — x > 0 und daher gibt es nach Lemma 4.13 ein
k € N mit % < y — x. Nach Lemma 4.12 gibt es auch ein n € N mit n% >
und ein n’ € Z_ mit n’ % < z. Daher gibt es auch ein n € Z derart, dass

1 1
nE>xund(n—1)E§m

ist. Damit ist einerseits z < % und andererseits

n n—1+1< n
- = — T —x =
2 Kk 4 y

wie gewiinscht. O

In einem archimedisch angeordneten Korper bilden die ganzzahligen Inter-
valle [n,n + 1[, n € Z, eine disjunkte Uberdeckung, d.h. es ist

K = U[n,n+1[
nez

und [m, m + 1[N[n,n + 1[= 0 fiir m # n. Deshalb ist die folgende Definition
sinnvoll.
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; .
2 [ ]

1 = oe—O =
0 o0 =
1 - o O -
2 o—O -
3 —@—O —

| | | | |

Definition 4.15. Es sei K ein archimedisch angeordneter Kérper. Die Gauf-
klammer ist die Funktion

|]: K — K, x —> |z],
die durch
|z] =n, fallsz € [n,n+1[und n € Z,
definiert wird.

Da die Werte der Gaulklammer die ganzen Zahlen sind, kann man die Gauf-
klammer auch als eine Abbildung K — Z auffassen.

Lemma 4.16. Es ser K ein archimedisch angeordneter Korper und x > 1.
Dann gibt es zu jedem B € K eine natiirliche Zahln € N mit

" > B.
Beweis. Wir schreiben x = 1 4+« mit v > 0. Aufgrund von Lemma 4.12 gibt

es eine natiirliche Zahl n mit nu > B — 1. Damit gilt unter Verwendung der
Bernoulli-Ungleichung die Abschétzung

" =01+w">14+nu>1+B-1=B.

4. ARBEITSBLATT

4.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 4.1. Man gebe fiinf rationale Zahlen an, die (echt) zwischen 2 und

7 .
5 liegen.
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Aufgabe 4.2. Zeige, dass Q mit der durch § > 5, falls ad > c¢b in Z
gilt, definierten Beziehung ein angeordneter Korper ist (dabei diirfen nur
Eigenschaften der Ordnung auf Z verwendet werden).

Aufgabe 4.3.*
Bestimme, welche der beiden rationalen Zahlen p und ¢ grofler ist:
573 —2007

P= o3y ME9T Tymon

Aufgabe 4.4.*

Zwei Fahrradfahrer, A und B, fahren auf ihren Fahrridern eine Strafie ent-
lang. Fahrer A macht pro Minute 40 Pedalumdrehungen, hat eine Uberset-
zung von Pedal zu Hinterrad von 1 zu 6 und Reifen mit einem Radius von 39
Zentimetern. Fahrer B braucht fiir eine Pedaldrehung 2 Sekunden, hat eine
Ubersetzung von 1 zu 7 und Reifen mit einem Radius von 45 Zentimetern.

Wer fahrt schneller?

Aufgabe 4.5. Es sei K ein angeordneter Koérper und x > 0. Zeige, dass
—x < 0 ist.

(Bemerkung: Diese Aussage kann man so verstehen, dass das Negative ei-
nes positiven Elementes negativ ist. Allerdings tritt dabei negativ in zwei
verschiedenen Bedeutungen auf!)

Aufgabe 4.6. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass fiir jedes x € K
die Beziechung 2% = zx > 0 gilt.

Aufgabe 4.7. Beweise die folgenden Aussagen:
In einem angeordneten Korper gelten die folgenden Eigenschaften.
(1) 1 >0,

(2) Aus a > b und ¢ > 0 folgt ac > bc,
(3) Aus a > b und ¢ < 0 folgt ac < be.

Aufgabe 4.8. Es sei K ein angeordneter Koérper und x > y. Zeige, dass
dann —z < —y ist.
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Aufgabe 4.9. Es sei K ein angeordneter Koérper und x > 0. Zeige, dass
auch das inverse Element 2! positiv ist.

Man folgere daraus, dass die positiven Elemente in einem angeordneten
Korper beziiglich der Multiplikation eine Gruppe bilden.

Aufgabe 4.10. Es sei K ein angeordneter Koérper und = > 1. Zeige, dass
fiir das inverse Element x~! < 1 gilt.

Aufgabe 4.11. Es sei K ein angeordneter Kérper und z > y > 0. Zeige,
dass fiir die inversen Elemente 271 < y~! gilt.

Aufgabe 4.12. Zeige, dass der in Aufgabe 3.19 konstruierte Kérper K nicht
angeordnet werden kann.

Aufgabe 4.13. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass die in Aufgabe
3.6 eingefithrte Abbildung

7 — K, n+— ng,

injektiv ist.
Aufgabe 4.14. Zeige die Abschitzung
()= G)
n n
Aufgabe 4.15. Zeige die Abschéitzung

2n" < (n+1)"
firn € N+.

Aufgabe 4.16. Zeige die Abschitzung

n+1\"
I <
s ()

Aufgabe 4.17. Es sei K ein angeordneter Kérper und es seien x < y Ele-
mente in K. Zeige, dass fiir das arithmetische Mittel xTer die Beziehung

T+
$<Ty<y

fiir n € N,

gilt.
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Aufgabe 4.18. Bestimme die Intervalle in einem angeordneten Korper K,
die die Losungsmenge der folgenden Ungleichungen sind.

-2
a) 75 < L.

b) |4z — 3] < |2z — 3.

Aufgabe 4.19. Es sei K ein angeordneter Korper. Es sei vorausgesetzt, dass
in K die (positiven) Elemente 8'/2 und 25/° existieren. Welches ist grofier?

Aufgabe 4.20. Es sei K ein angeordneter Kérper. Man untersuche die Ver-
kniipfung
K x K — K, (z,y) — min (z,y),

auf Assoziativitit, Kommutativitéit, die Existenz von einem neutralen Ele-
ment und die Existenz von inversen Elementen.

Aufgabe 4.21. Beweise die folgenden Eigenschaften fiir die Betragsfunktion
K — K, x—> 2|,

in einem angeordneten Korper(dabei seien x,y beliebige Elemente in K).

(1) 2] > 0.
(2) |z| = 0 genau dann, wenn x = 0 ist.

(3) |z| = |y| genau dann, wenn x = y oder x = —y ist.

(4) ly — [ = |z —yl.

(5) lzyl = |2 [yl

(6) Fiir 2 # 0 ist |2~ = |z "

(7) Es ist |z +y| < |z| + |y| (Dreiecksungleichung fiir den Betrag).

Aufgabe 4.22. Sei K ein archimedisch angeordneter Korper. Zeige, dass die
halboffenen Intervalle

mn+l[={reKlz>nundz<n+1}, neZ,
eine disjunkte Uberdeckung von K bilden.

4.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 4.23. (2 Punkte)

Es sei K ein Korper, bei dem eine Teilmenge P C K ausgezeichnet sei, die
den folgenden Bedingungen geniigt.

(1) Fiir z € K ist entweder x € P oder —x € P oder x = 0.
(2) Aus z,y € P folgt t +y € P.
(3) Aus x,y € P folgt z -y € P.
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Zeige, dass durch die Festlegung
x >y genau dann, wenn x =y oder x —y € P

ein angeordneter Korper entsteht.

Aufgabe 4.24. (4 Punkte)

Es sei K ein angeordneter Korper. Betrachte die in Aufgabe 4.13 konstru-
ierte injektive Zuordnung Z C K. Zeige, dass man diese Zuordnung zu einer
Zuordnung Q C K fortsetzen kann, und zwar derart, dass die Verkniipfungen
in Q mit den Verkniipfungen in K iibereinstimmen und die Ordnung auf Q
mit der Ordnung auf K iibereinstimmt.

Aufgabe 4.25. (4 Punkte)
Betrachte die Menge

K= {q+p\/5!p7q€Q} :

wobei v/5 zunéchst lediglich ein Symbol ist. Definiere eine Addition und eine

Multiplikation auf dieser Menge derart, dass \/52 = 5 ist und dass K zu einem
Korper wird. Definiere eine Ordnung derart, dass K zu einem angeordneten
Korper wird und dass v/5 positiv wird. Ist das Element 23 — 111/5 positiv
oder negativ?

Aufgabe 4.26. (2 Punkte)

Bestimme die kleinste reelle Zahl, fiir die die Bernoullische Ungleichung zum
Exponenten n = 3 gilt.

Aufgabe 4.27. (2 Punkte)

Es sei K ein angeordneter Korper und seien x4, ..., z, € K Elemente. Zeige,
dass dann

n
>
i=1

n
<D lai
i=1

gilt.
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5. VORLESUNG - FOLGEN

Heron von Alexandria (1. Jahrhundert n.C.)

5.1. Folgen in einem angeordneten Ko6rper.
Wir beginnen mit einem motivierenden Beispiel.

Beispiel 5.1. Wir wollen die Quadratwurzel einer natiirlichen Zahl , berech-
nen“, sagen wir von 5. Eine solche Zahl x mit der Eigenschaft 22 = 5 gibt es
nicht innerhalb der rationalen Zahlen, wie aus der eindeutigen Primfaktor-
zerlegung folgt. In jedem angeordneten Korper K gibt es eine 5, ob es aber
ein solches x gibt ist eine nichttriviale zusétzliche Eigenschaft von K. Wenn
es in K eine solches x gibt, so hat auch —z diese Eigenschaft. Mehr als zwei
Losungen kann es aber nicht geben, siche Aufgabe 5.1, so dass wir nur nach
der positiven Losung suchen miissen.

Obwohl es innerhalb der rationalen Zahlen keine Losung fiir die Gleichung
x? = 5 gibt, so gibt es doch beliebig gute Approximationen innerhalb der
rationalen Zahlen dafiir. Beliebig gut heifit dabei, dass der Fehler (oder die
Abweichung) unterhalb jede positive Schranke gedriickt werden kann. Das
klassische Verfahren, um eine Quadratwurzeln beliebig anzunihern, ist das
Heron-Verfahren, das man auch babylonisches Wurzelziehen nennt. Dies ist
ein iteratives Verfahren, d.h. die ndchste Approximation wird aus den vor-
ausgehenden Approximationen berechnet. Beginnen wir mit a = xq = 2 als
erster Ndherung. Wegen

=22 =4<5

ist g zu klein, d.h. es ist zy < x, wobei diese Ungleichung (zunéchst) nur Sinn
ergibt, wenn r in K existiert. Aus a®> < 5 (mit a positiv) folgt zunéchst 5/a* >
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1 und daraus (5/a)? > 5, d.h. 5/a > /5. Man hat also die Abschiitzungen
a<V5<5/a,

wobei rechts eine rationale Zahl steht, wenn links eine rationale Zahl steht.
Eine solche Abschitzung vermittelt offenbar eine quantitative Vorstellung
dariiber, wo v/5 liegt, und zwar unabhéngig davon, ob v/5 zu K gehort oder
nicht, solange nur a dazu gehort. Die Differenz 5/a — a ist ein Maf fiir die
Giite der Approximation.

Beim Startwert 2 ergibt sich, dass die Quadratwurzel von 5 zwischen 2 und
5/2 liegt. Man nimmt das arithmetische Mittel der beiden Intervallgrenzen,

also

242 9
24

Wegen (%)2 = % > 5 ist dieser Wert zu groB und daher liegt /5 im Intervall
5 - g, %]. Von diesen Intervallgrenzen nimmt man erneut das arithmetische
Mittel und setzt

T

_bsti 16

2 72
als nichste Approximation. So fortfahrend erhilt man eine immer besser
werdende Appproximation von v/5.

X2

Allgemein ergibt sich das folgende Heron-Verfahren.

Beispiel 5.2. Beim Heron-Verfahren zur ndherungsweisen Berechnung von
/¢ einer positiven Zahl ¢ geht man iterativ wie folgt vor. Man startet mit ei-
nem beliebigen positiven Startwert xy und berechnet davon das arithmetische
Mittel aus xg und ¢/zq. Dieses Mittel nennt man x;. Es gilt

ZL'0+£ 2
i —c = (Tzo> —c

x%+20—|—§—%
-4

x%—ZC—I—C—i
o
4 2
l’o—z—co
= _— > 0.
(757 =

D.h. dass x; mindestens so gro3 wie y/c ist. Auf 21 wendet man iterativ das
gleiche Verfahren an und erhilt so x5 usw. Die Definition von x,.; lautet
also
z, +c/xy,

2
Nach Konstuktion weil man, dass /¢ in jedem Intervall [¢/z,,, z,] (fir n > 1)

Tnt1 =

C

2
liegt, da aus z2 > ¢ und =, - ¢/z, = c folgt, dass (E) < c ist. Bei jedem
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Schritt gilt
= 2un] € [
In+17 n+l] = Ina nls
d.h. das Nachfolgerintervall liegt innerhalb des Vorgéngerintervalls. Dabei

wird bei jedem Schritt die Intervalllinge mindestens halbiert.

Das eben beschriebene Verfahren liefert also zu jeder natiirlichen Zahl n ein
Element in K, das eine durch eine gewisse algebraische Eigenschaft charakte-
risierte Zahl beliebig gut approximiert. Bei vielen technischen Anwendungen
geniigt es, gewisse Zahlen nur hinreichend genau zu kennen, wobei aller-
dings die benoétigte Giite der Approximation von der technischen Zielsetzung
abhéngt. Es gibt im Allgemeinen keine Giite, die fiir jede vorstellbare An-
wendung ausreicht, so dass es wichtig ist zu wissen, wie man eine gute Ap-
proximation durch eine bessere Approximation ersetzen kann und wie viele
Schritte man machen muss, um eine gewiinschte Approximation zu erreichen.
Dies fiihrt zu den Begriffen Folge und Konvergenz.

Definition 5.3. Es sei M eine Menge. Eine Abbildung
N — M, n+— z,,

nennt man auch eine Folge in M.

Eine Folge wird zumeist als (x,), .y, oder einfach nur kurz als (x,), ge-
schrieben. Im Folgenden beschréanken wir auf Folgen, deren Werte in einem
angeordneten Korper liegen, speziell in R (reelle Folge), spiter werden wir
auch mit Folgen in metrischen Rdumen arbeiten. Manchmal sind Folgen nicht
fiir alle natiirlichen Zahlen definiert, sondern nur fiir alle natiirlichen Zahlen
> N. Alle Begriffe und Aussagen lassen sich dann sinngeméf auch auf diese
Situation iibertragen.

Der folgende Begriff ist zentral.

Definition 5.4. Es sei (,,),,cy eine Folge in einem angeordneten Koérper und
es sei x € K. Man sagt, dass die Folge gegen = konvergiert, wenn folgende
Eigenschaft erfiillt ist.

Zu jedem € € K, € > 0, gibt es ein ng € N derart, dass fiir alle n > nq die
Beziehung

|z, — x| < €
gilt. In diesem Fall heiffit x der Grenzwert oder der Limes der Folge. Dafiir
schreibt man auch

lim z,, = x.
n—o0

Wenn die Folge einen Grenzwert besitzt, so sagt man auch, dass sie konver-
giert (ohne Bezug auf einen Grenzwert), anderfalls, dass sie divergiert.

Man sollte sich dabei das vorgegebene € als eine kleine, aber positive Zahl
vorstellen, die eine gewiinschte Zielgenauigkeit (oder erlaubten Fehler) aus-
driickt. Die natiirliche Zahl ng ist dann die Aufwandszahl, die beschreibt, wie
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weit man gehen muss, um die gewiinschte Zielgenauigkeit zu erreichen, und
zwar so zu erreichen, dass alle ab ng folgenden Glieder innerhalb dieser Zielge-
nauigkeit bleiben. Konvergenz bedeutet demnach, dass man jede gewiinschte
Genauigkeit bei hinreichend groflem Aufwand auch erreichen kann. Je kleiner
die Zielgenauigkeit, also je besser die Approximation sein sollen, desto héher
ist im Allgemeinen der Aufwand.

Zu einem € > 0 und x € K nennt man das Intervall |x — ¢,z + ¢[ auch die
e- Umgebung von x. Eine Folge, die gegen 0 konvergiert, heifit Nullfolge.

a+e

a
ETEN| TRTH R I
(RRLAR N1 T
a H.|-H 3 / 3

€

MY

t
a, 3

Beispiel 5.5. Eine konstante Folge xz, = c ist stets konvergent mit dem
Grenzwert c. Dies folgt direkt daraus, dass man fiir jedes ¢ > 0 als Auf-
wandszahl ng = 0 nehmen kann. Es ist ja

|z, —¢c| = lc—¢c| =10l =0 < ¢
fiir alle n.

Es sei nun K ein archimedisch angeordneter Koérper. Dann ist die Folge
Tp = —
n

konvergent mit dem Grenzwert 0. Sei dazu ein beliebiges ¢ € K, ¢ > 0,
vorgegeben. Aufgrund des Archimedes Axioms gibt es ein ng mit ng > %
Daraus folgt nio < e. Insgesamt gilt damit fiir alle n > ng die Abschéatzung
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Lemma 5.6. Es sei K ein angeordneter Korper und sei (z,,), oy eine Folge
i K. Dann besitzt x,, maximal einen Grenzwert.

Beweis. Nehmen wir an, dass es zwei verschiedene Grenzwerte x,y, © # vy,
gibt. Dann ist d := |z —y| > 0. Wir betrachten € := d/3 > 0. Wegen der
Konvergenz gegen x gibt es ein ng mit

|z, — x| < € fur alle n > ng
und wegen der Konvergenz gegen y gibt es ein ny mit
|z, — y| < € fiir alle n > ny .

Beide Bedingungen gelten dann gleichermafien fiir n > max{ng, ny}. Sei n
mindestens so grofl wie dieses Maximum. Dann ergibt sich aufgrund der Drei-
ecksungleichung der Widerspruch

d=lr—y|l <|v—a|+ |z, —y|l < et+e=2d/3

5.2. Beschranktheit.

Definition 5.7. Es sei K ein angeordneter Korper und M C K eine Teil-
menge.

(1) Ein Element S € K heifit eine obere Schranke fiir M, wenn x < S
gilt fiir alle x € M.

(2) Ein Element s € K heifit eine untere Schranke fir M, wenn z > s
gilt fiir alle x € M.

(3) M heiBBt nach oben beschrinkt, wenn eine obere Schranke fiir M exi-
stiert.

(4) M heiBt nach unten beschrinkt, wenn eine untere Schranke fiir M
existiert.

(5) M heifit beschrdnkt, wenn M sowohl nach oben als auch nach unten
beschrénkt ist.

(6) Ein Element 7' € M heifit das Maximum von M, wenn T > x fiir alle
x € M ist. gilt.

(7) Ein Element ¢ € M heifit das Minimum von M, wenn ¢t < z fiir alle
x € M ist. gilt.

(8) Eine obere Schranke 7" von M heifit das Supremum von M, wenn
T < S fiir alle oberen Schranken S von M gilt.

(9) Eine untere Schranke t von M heifit das Infimum von M, wenn t > s
fiir alle unteren Schranken s von M gilt.

Obere und untere Schranken muss es nicht geben. Wenn S eine obere Schran-
ke ist, so ist auch jede groflere Zahl eine obere Schranke. Fiir das offene
Intervall ]0, 1] ist 1 das Supremum, aber nicht das Maximum, da 1 nicht da-
zu gehort. Entsprechend ist 0 das Infimum, aber nicht das Minimum. Beim
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abgeschlossenen Intervall [0, 1] sind die beiden Grenzen Maximum und Mi-
nimum.

All diese Begriffe werden auch fiir Folgen angewendet, und zwar fiir die Bild-
menge {z,|n € N}. Fiir die Folge 1/n, n € N, ist 1 das Maximum und das
Supremum, 0 ist das Infimum, aber nicht das Minimum.

Lemma 5.8. Es sei K ein angeordneter Korper. Wenn eine Folge in K
konvergent ist, so ist sie auch beschrdnkt.

Beweis. Es sei (1), die konvergente Folge mit dem Limes € K und es
sei € > 0. Aufgrund der Konvergenz gibt es ein ng derart, dass
|z, — x| <€ firallen >ng.
Dann ist insbesondere
lz,| < x|+ |z — 2| < |2| + € fiir alle n > ng .
Unterhalb von ng gibt es nur endlich viele Zahlen, so dass das Maximum
B := max{|zna, |z] + €}
wohldefiniert ist. Daher ist B eine obere Schranke und —B eine untere

Schranke fiir {z,|n € N}. O

Es ist einfach, beschrinkte, aber nicht konvergente Folgen anzugeben.

Beispiel 5.9. Es sei K ein angeordneter Korper und sei ¢ € K, ¢ # 0. Dann
ist die alternierende Folge

x, = (=1)"c
beschrénkt, aber nicht konvergent. Die Beschréinktheit folgt direkt aus
0| = |(=1)"]|e|] = |c].

Konvergenz liegt aber nicht vor. Nehmen wir an, dass > 0 der Grenzwert
sei. Dann gilt fiir positives € < |c¢| und jedes ungerade n die Bezichung

|z, — x| = c+2 > ¢ > ¢

so dass es Folgenwerte aulerhalb dieser e-Umgebung gibt. Analog kann man
einen negativ angenommen Grenzwert zum Widerspruch fiithren.

Wenn man im obigen Beispiel x,, = (—1)"c nur die geraden Indizes betrach-
tet, so ist x5, = c konstant. Entsprechend ist fiir ungerade Indizes zo,,1 = —c¢
konstant. Teilfolgen im Sinne der folgenden Definition kénnen also ziemlich
andere Eigenschaften als die Folge selbst besitzen.

Definition 5.10. Es sei K ein angeordneter Kérper und sei (), €ine
Folge in K. Zu jeder streng wachsenden Abbildung N — N, i +— n;, heifit
die Folge

U Ty,
eine Teilfolge der Folge.
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Definition 5.11. Eine Folge (z,,),cy in einem angeordneten Korper K heifit
bestimmt divergent gegen 400, wenn es zu jedem s € K ein N € N gibt mit

T, > s fir allen > N.

Sie heif3t bestimmt divergent gegen —oo, wenn es zu jedem s € K ein N € N
gibt mit

T, < sfir allen > N.
Definition 5.12. Es sei (2,),y eine reelle Folge. Eine reelle Zahl z € R

heifit Haufungspunkt der Folge, wenn es fiir jedes € > 0 unendlich viele Fol-
genglieder z, mit |z, — x| < € gibt.

5. ARBEITSBLATT

5.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 5.1. Es sei K ein angeordneter Korper und a € K. Zeige, dass die
Gleichung 2% = a hochstens zwei Losungen in K besitzt.

Aufgabe 5.2. Zeige, dass es in Q kein Element z mit 22 = 2 gibt.

Aufgabe 5.3. Berechne von Hand die Approximationen x, s, x3, x4 im
Heron-Verfahren fiir die Quadratwurzel von 5 zum Startwert zy = 3.

Aufgabe 5.4.%*

Fiihre die ersten drei Schritte des babylonischen Wurzelziehens zu b = 7 mit
dem Startwert ag = 3 durch (es sollen also die Approximationen ay, as, ag fiir
V7 berechnet werden; diese Zahlen miissen als gekiirzte Briiche angegeben
werden).

Aufgabe 5.5. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass K genau dann
archimedisch angeordnet ist, wenn die Folge der Stammbriiche %, n > 1,

gegen 0 konvergiert.

Aufgabe 5.6. Es sei K ein angeordneter Kérper, es sei (x,),,o eine Nullfolge
in K und (yy,),cy eine beschrénkte Folge in K. Zeige, dass dann auch die
Produktfolge (x,y,)nen eine Nullfolge ist.

Aufgabe 5.7. Betrachte die folgenden (Pseudo)-Definitionen.

Es sei (2,,),,cy eine Folge in einem angeordneten Kérper und es sei z € K.
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(1)

(2)

Man sagt, dass die Folge gegen x hypervergiert, wenn folgende Eigen-
schaft erfiillt ist.
Zu jedem € € K, € > 0, und alle n € N gilt die Beziehung

|z, — x| < e

Man sagt, dass die Folge gegen x supervergiert, wenn folgende Eigen-
schaft erfiillt ist.

Zu jedem € € K, € > 0, gibt es ein ng € N derart, dass fiir alle
n > ng die Beziehung

|z, — x| < €

gilt.
Man sagt, dass die Folge gegen x megavergiert, wenn folgende Eigen-
schaft erfiillt ist.

Es gibt ein ng € N derart, dass fiir alle n > ng und jedes € € K,
e > 0, die Beziehung

|z, — x| < €

gilt.
Man sagt, dass die Folge gegen x pseudovergiert, wenn folgende Ei-
genschaft erfiillt ist.

Zu jedem € € K, e > 0, gibt es ein n € N derart, dass die Beziehung

|z, —z| < €

gilt.
Man sagt, dass die Folge gegen x semivergiert, wenn folgende Eigen-
schaft erfiillt ist.

Zu jedem € € K, € > 0, und jedem ny € N gibt es ein n € N,
n > ng, derart, dass die Beziehung

|z, — x| < €

gilt.
Man sagt, dass die Folge gegen x protovergiert, wenn folgende Eigen-
schaft erfiillt ist.

Es gibt ein € € K, € > 0, derart, dass fiir alle n € N die Beziehung

|z, — x| < €

gilt.
Man sagt, dass die Folge gegen = quasivergiert, wenn folgende Eigen-
schaft erfiillt ist.

Es gibt ein € € K, € > 0, und ein ng € N derart, dass fiir alle
n > ngy die Beziehung

|z, — x| < €

gilt.
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(8) Man sagt, dass die Folge gegen z deuterovergiert, wenn folgende FEi-
genschaft erfiillt ist.
Zu jedem € € K, € > 0, gibt es ein ng € N derart, dass fiir alle
n > ng die Beziehung

T, — T < €

gilt.

Vergleiche diese Definitionen mit der Definition von Konvergenz. Worin be-
steht der Unterschied? Welche Bedeutung haben die einzelnen Definitionen?
Welche Definitionen sind zueinander dquivalent, zwischen welchen besteht
eine Implikation (Beweis oder Gegenbeispiel)? Fiir welche Definitionen ist
das x eindeutig bestimmt?

Aufgabe 5.8. Es sei (z,,),,cy €ine gegen = konvergente Folge in einem ange-
ordneten Korper. Zeige, dass jede Teilfolge ebenfalls gegen x konvergiert.

Aufgabe 5.9. Man gebe ein Beispiel fiir eine Folge, die nicht konvergiert,
aber eine konvergente Teilfolge enthélt.

Aufgabe 5.10. Man untersuche die folgenden Teilmengen M C Q auf die
Begriffe obere Schranke, untere Schranke, Supremum, Infimum, Maximum
und Minimum.

{2,-3,-4,5,6, — 11}
4 5 1

—|7”LEN+}

Aufgabe 5.11. Es sei K ein angeordneter Korper und M C K eine Teil-
menge, die ein Supremum 7" besitze. Zeige, dass T' genau dann das Maximum
von M ist, wenn T € M ist.
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Aufgabe 5.12.*

Hans will sich ein Friihstiicksei kochen. Im Moment, als er das Ei in das
kochende Wasser eintaucht, zeigt seine Uhr 7 : 21 (die Uhr lduft genau und
hat keine Sekundenangabe). Als er das ndchste Mal auf die Uhr schaut, zeigt
sie 7 : 26 an. Bestimme das Infimum, Minimum, Supremum, Maximum der
Zeit, die das Ei zwischen den beiden Momenten im Wasser ist.

In den beiden folgenden Aufgaben geht es um die Folge der Fibonacci-Zahlen.
Die Folge der Fibonacci-Zahlen f, ist rekursiv definiert durch

Si:=1,fa:=1und foio:= fur1+ fu.

Aufgabe 5.13. Beweise durch Induktion die Stmpson-Formel oder Simpson-
Identitét fir die Fibonacci-Zahlen f,,. Sie besagt (n > 2)

Jni1fno1 — fZ = (_1)n-

Aufgabe 5.14. Beweise durch Induktion die Binet-Formel fiir die Fibonacci-
Zahlen. Diese besagt, dass

() ()
! V5

gilt (n > 1).

Aufgabe 5.15. Es sei K ein angeordneter Kérper und sei (z,,),,oy eine Folge

in K mit z, > 0 fiir alle n € N. Zeige, dass die Folge genau dann bestimmt

divergent gegen +oo ist, wenn <%> gegen 0 konvergiert.

neN

Aufgabe 5.16. Es sei K ein angeordneter Kérper. Man gebe ein Beispiel
einer Folge (z,,), oy, fiir die es sowohl eine bestimmt gegen +oc als auch eine
bestimmt gegen —oo divergente Teilfolge gibt.

Aufgabe 5.17. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass eine bestimmt
gegen +oo divergente Folge in K nach unten beschrénkt ist.

Man gebe ein Beispiel einer Folge (), .y, die nach unten, aber nicht nach
oben beschrankt ist, und die nicht bestimmt divergent gegen +o0 ist.

Aufgabe 5.18. Bestimme alle Haufungspunkte der Folge (a,)nen, welche

durch . )
= (=) (1-=) -
e (1-2) -2

gegeben ist.
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5.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 5.19. (2 Punkte)

Es sei K ein angeordneter Korper und sei (z,,), .y eine konvergente Folge in
K mit Grenzwert x. Zeige, dass dann auch die Folge

(0] nen

konvergiert, und zwar gegen |x|.

Aufgabe 5.20. (3 Punkte)

Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper und z € K mit |z| < 1.
Zeige, dass die Folge

gegen 0 konvergiert.

Aufgabe 5.21. (3 Punkte)

Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper. Zeige, dass die Folge

()
2n neN

gegen 0 konvergiert.

Aufgabe 5.22. (3 Punkte)

Es sei K ein angeordneter Kérper. Man gebe Beispiele fiir konvergente Folgen
(20) peny Und (Y ), ey in K mit 2, # 0, n € N, und mit lim, . 2, = 0 derart,

n neN

(1) gegen 0 konvergiert,
(2) gegen 1 konvergiert,
(3) divergiert.

Aufgabe 5.23. (3 Punkte)

Es sei (2,),cy €ine reelle Folge und x € R. Zeige, dass = genau dann ein
Héufungspunkt der Folge ist, wenn es eine gegen x konvergente Teilfolge
gibt.
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6. VORLESUNG - CAUCHY-FOLGEN
6.1. Rechenregeln fiir Folgen.

Lemma 6.1. Es sei K ein angeordneter Korper und es seien (Ty,), oy und
(Un)pen konvergente Folgen in K. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Die Folge (zy, 4 Yn),en 15t konvergent und es gilt
A2 ) = (10 ) &+ (10, 90)-
(2) Die Folge (zy, - Yn),ey 95t konvergent und es gilt

Al n i) = (10, ) - (g ).

(3) Fiir c € K gilt

lim cz,, = ¢(lim z,).

(4) Es sei lim, oo, = x # 0 und x, # 0 fir alle n € N. Dann ist

(L> ebenfalls konvergent mit
neN

Tn

(5) Es sei lim, oo, = x # 0 und x, # 0 fir alle n € N. Dann ist

(i’—") ebenfalls konvergent mit
"/ neN
lim — = ————.

n—0o0 Ty, X

Beweis. (2). Sei € > 0 vorgegeben. Die Folge (), ist insbesondere be-
schrinkt und daher existiert ein D > 0 mit |z,| < D fir alle n € N. Sei
x = lim, o x, und y := lim, o ¥, Wir setzen C' = max{D, |y|}. Aufgrund
der Konvergenz gibt es natiirliche Zahlen Ny und N, mit
€

2C
Diese Abschitzungen gelten dann auch fir n > N := max{Ny, No}. Fiir
diese Zahlen gilt daher

|z, — 2| < fiir n > N; und |yn—y|§%ﬁirn2Ng.

|$nyn - $y| = |$nyn — Ty + Ty — $y|
= !aﬁn!e\yn - yle+ [ [zn — 2|
< C—+0C—
= Y50 "%

(4). Da der Limes der Folge (z,),,c nicht 0 ist, gilt fiir n > N; die Bedingung

|z, | > % und damit = < I%\ Sei € > 0 vorgegeben. Wegen der Konvergenz

x|
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von (x,,), - gibt es ein Ny mit

neN
2

fir alle n > N,.

Dann gilt fiir alle n > N := max{ Ny, No} die Abschétzung
1 1

T, T

Ty — X

Txy,

g

Lemma 6.2. Es sei K ein angeordneter Korper und es seien (n), oy
und (Yn),en konvergente Folgen mit x, > y, fir alle n € N. Dann ist
limy, o0 Ty 2> limy o0 Yn -

Beweis. Siehe Aufgabe 6.5. O

Daraus folgt insbesondere, dass wenn eine Folge (), .y € [a,b] konvergiert,
dann der Grenzwert ebenfalls zu dem abgeschlossenen Intervall geh6ren muss.

Die folgende Aussage nennt man das Quetschkriterium.

Lemma 6.3. Es sei K ein angeordneter Korper und es seien (x,)
(Un)pen und (2n),cy drei Folgen in K. Es gelte

neN >

Tn < Yp < 2, flir allen € N

und (), ey und (2n),cy konvergieren beide gegen den gleichen Grenzwert a.

Dann konvergiert auch (yn), oy gegen diesen Grenzwert a.

Beweis. Siehe Aufgabe 6.6. U

Definition 6.4. Es sei K ein angeordneter Kérper und sei (x,,),,o €ine Folge
in K. Dann heifit die Folge wachsend, wenn x,,; > x, ist fiir alle n € N,
und streng wachsend, wenn x,,, > x, ist fiir alle n € N.

Die Folge heif3t fallend, wenn x,, .1 < x,, ist fiir alle n € N, und streng fallend,
wenn ., < x, ist fiir alle n € N.

Als gemeinsamen Begriff fiir waschsende oder fallende Folgen verwendet man
die Bezeichnung monotone Folgen.

Man stelle sich nun eine wachsende Folge vor, die aber dennoch (nach oben)
beschrinkt ist. Muss eine solche Folge konvergieren? Das héingt vom angeord-
neten Korper ab! Innerhalb der rationalen Zahlen sind beispielsweise die mit
dem Heronverfahren konstruierten Folgen fallend (wenn man mit einem zu
groflen Startwert anfingt) und auch beschriankt (durch jede rationale Zahl,
deren Quadrat kleiner als a ist), sie besitzen aber im Allgemeinen keinen
Limes in Q. Die reellen Zahlen R, denen wir uns jetzt zuwenden, sind gera-
de dadurch ausgezeichnet, dass darin jede wachsende (fallende), nach oben
(unten) beschrénkte Folge einen Grenzwert besitzt.
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6.2. Cauchy-Folgen.

Ein Problem des Konvergenzbegriffes ist, dass zur Formulierung der Grenz-
wert verwendet wird, den man unter Umsténden noch gar nicht kennt. Wenn
man beispielsweise die durch das baybylonische Wurzelziehen konstruierte
Folge (uy),cx (sagen wir zur Berechnung von v/5) mit einem rationalen Start-
wert betrachtet, so ist dies eine Folge aus rationalen Zahlen. Wenn wir diese
Folge in einem beliebigen angeordneten Koérper betrachten, in dem v/5 exi-
stiert, so ist die Folge konvergent. Innerhalb der rationalen Zahlen ist sie
aber definitiv nicht konvergent. Es ist wiinschenswert, allein innerhalb der
rationalen Zahlen den Sachverhalt formulieren zu kénnen, dass die Folgen-
glieder beliebig nahe zusammenriicken, auch wenn man nicht sagen kann,
dass die Folgenglieder einem Grenzwert beliebig nahe zustreben. Dazu dient
der Begriff der Cauchy-Folge.

Augustin Louis Cauchy (1789-1857)

Definition 6.5. Es sei K ein angeordneter Korper. Eine Folge (z,),,oy in K
heifit Cauchy-Folge, wenn folgende Bedingung erfiillt ist.

Zu jedem € € K, € > 0, gibt es ein ny € N derart, dass fiir alle n, m > ny die
Beziehung

|zy — x| < €
gilt.

Lemma 6.6. Es sei K ein angeordneter Korper. Dann ist eine Folge (), oy
eine Cauchy-Folge genau dann, wenn folgende Bedingung gilt: zu jedem € > 0
gibt es ein ng € N derart, dass fir alle m > ng die Abschitzung |z, — Tn,| <
€ qilt.
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Beweis. Eine Cauchy-Folge erfiillt auch die angegebene Bedingung, da man
ja ng = n setzen kann. Fiir die Umkehrung sei € > 0 vorgegeben. Die zwei-
te Bedingung gilt insbesondere fiir €/2, d.h. es gibt ein ny derart, dass fiir
jedes m > ngy die Abschitzung |z, — x,,| < €/2. Damit gilt aufgrund der
Dreiecksungleichung fiir beliebige m,n > ngy die Abschéatzung

|Tm — Xn| < |Tm — T | + |20 — Tng| < €/2+€/2 = €,
so dass eine Cauchy-Folge vorliegt. U

Satz 6.7. Es sei K ein angeordneter Kdorper. Dann ist jede konvergente Folge
eine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei (), die konvergente Folge mit Grenzwert x. Sei € > 0 gege-
ben. Wir wenden die Konvergenzeigenschaft auf €/2 an. Daher gibt es ein ng
mit
|z, — x| < €/2 fir alle n > ng .
Fiir beliebige n, m > nq gilt dann aufgrund der Dreiecksungleichung
|Tp — @p| < |Tp —z|+ |2 — 20| = €/24€/2 = ¢
Also liegt eine Cauchy-Folge vor. O

Lemma 6.8. Es sei K ein archimedisch angeordneter Kirper. Es sei (Tn,), ey
eine wachsende, nach oben beschrinkte Folge. Dann ist (vy,),,oy €ine Cauchy-
Folge.

Beweis. Es sei b € K eine obere Schranke, also z,, < b fiir alle Folgenglieder
T, Wir nehmen an, dass (x,),,cy keine Cauchy-Folge ist, und verwenden die
Charakterisierung aus Lemma 6.6. Somit gibt es ein € > 0 derart, dass es fiir
jedes ng ein m > ng gibt mit x,, — z,, > € (wir konnen die Betragstriche
weglassen). Wir konnen daher induktiv eine wachsende Folge von natiirlichen
Zahlen definieren durch

ng = O,

ny > ng 50, dass T,, — Tp, > €,

ng > nq S0, dass T, — Tp, > €,
etc. Andererseits gibt es aufgrund des Archimedesaxioms ein k£ € N mit
ke >b— xg.
Die Summe der ersten k Differenzen der Teilfolge z,,,, j € N, ergibt

Tny — Lo = ($nk - xﬂk—l) + ('Zvnk—l - xnk—Q) +ooet ([En2 - J:”l)
+(xn1 - xno)
> ke
> b— Zg.
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Dies impliziert x,, > bim Widerspruch zur Voraussetzung, dass b eine obere
Schranke der Folge ist. O

6.3. Der Korper der reellen Zahlen.

Definition 6.9. Es sei K ein angeordneter Korper. Er heifit vollstindig oder
vollstindig angeordnet, wenn jede Cauchy-Folge in K konvergiert (also in K
einen Grenzwert besitzt).

Definition 6.10. Einen archimedisch angeordneten vollstdndigen Korper
nennt man Kdrper der reellen Zahlen. Er wird mit R bezeichnet.

Die reellen Zahlen sind also ein vollstédndig und archimedisch angeordneter
Korper. Diese Eigenschaften legen die reellen Zahlen eindeutig fest, d.h. wenn
es zwei Modelle R; und Ry gibt, die beide fiir sich genommen vollstdndig und
archimedisch angeordnete Korper sind, so kann man eine bijektive Abbildung
von R; nach R, angeben, der alle mathematischen Strukturen erhélt (sowas
nennt man einen Isomorphismus).

Die Existenz der reellen Zahlen ist nicht trivial. Vom naiven Standpunkt her
kann man die Vorstellung einer , kontinuierlichen Zahlengerade® zugrunde le-
gen, und dies als Existenznachweis akzeptieren. In einer strengeren mengen-
theoretischen Begriindung der Existenz geht man von Q aus und konstruiert
die reellen Zahlen als die Menge der Dedekindschen Schnitte oder die Menge
der Cauchy-Folgen in Q mit einer geeigneten Identifizierung. Darauf werden
wir hier verzichten.

Statt von einem vollstédndig und archimedisch angeordneten Korper werden
wir von nun an von den reellen Zahlen R sprechen. Als Beweismittel sind
aber lediglich die genannten Axiome erlaubt.

6. ARBEITSBLATT
6.1. Ubungsaufgaben.
Aufgabe 6.1. Es sei K ein angeordneter Kérper, es sei (x,),,. eine Nullfolge

in K und (yy,),cy eine beschrénkte Folge in K. Zeige, dass dann auch die
Produktfolge (x,y,)nen eine Nullfolge ist.

Aufgabe 6.2. Beweise die Aussagen (1), (3) und (5) von Lemma 6.1.

Fiir die folgende Aufgabe brauchen wir den Begriff der Polynomfunktion.
Es sei K ein Korper und seien ag, aq,...,aq € K. Eine Funktion

P: K — K, x+— P(x),
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mit ;
P(z) =Y aa' = ag+ arz + - + aga’
i=0
heifit Polynomfunktion.

Aufgabe 6.3. Es sei K ein angeordneter Korper und es sei P(z) = S0 a;a"
eine Polynomfunktion. Es sei (z,,), . eine konvergente Folge in K mit Grenz-
wert x. Zeige durch Induktion iiber d, dass dann auch die durch

Yn = P(z,)
definierte Folge konvergiert, und zwar gegen P(z).

Aufgabe 6.4.*

Entscheide, ob die Folge

3n® —n?—7

Mt n+8

in Q konvergiert und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.

Ty =

Aufgabe 6.5. Es sei K ein angeordneter Korper und es seien (z,),cy und
(Un)pen zwei konvergente Folgen mit z,, > ¥, fiir alle n € N. Zeige, dass dann

Aufgabe 6.6.*

Es sei K ein angeordneter Kérper und es seien (25,),cn s (Un)peny U (20),en
drei Folgen in K. Es gelte z, < y, < z, fiir allen € N und (z,), .y und
(2n) ,en konvergieren beide gegen den gleichen Grenzwert a. Zeige, dass dann
auch (y,),cy gegen diesen Grenzwert a konvergiert.

Aufgabe 6.7. Man gebe ein Beispiel fiir eine Cauchy-Folge in Q, die (in Q)
nicht konvergiert.

Aufgabe 6.8. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass eine Cauchy-
Folge (xy),,cy in K beschrankt ist.

Aufgabe 6.9. Sei a € R eine nichtnegative reelle Zahl und xy € R,. Zeige,
dass die rekursiv definierte Folge mit
Ty + a/x,

2

Tpy1 =

gegen +/a konvergiert.
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Die néchste Aufgabe verwendet die folgende Definition.

Es sei K ein angeordneter Korper. Eine Teilmenge T' C K heif3t ein Abschnitt,
wenn fiir alle a,b € T'mit a < b und jedes x € K mit a <z < bauchxz €T
ist.

Aufgabe 6.10. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass jedes Intervall
(einschlieBlich der unbeschréinkten Intervalle) in K ein Abschnitt ist.

Man gebe ein Beispiel fiir einen Abschnitt in Q, der kein Intervall ist.

Zeige, dass in R jeder Abschnitt ein Intervall ist.

Die folgende Aufgabe setzt Kenntnisse in linearer Algebra voraus.

Aufgabe 6.11.%*
Es sei K ein angeordneter Korper und sei
V=K%

der Vektorraum aller Folgen in K (mit komponentenweiser Addition und
Skalarmultiplikation).

a) Zeige (ohne Sétze iiber konvergente Folgen zu verwenden), dass die Menge
der Nullfolgen, also

U= {(xn)neNJ (@n)nen, konvergiert gegen 0}

ein K-Untervektorraum von V ist.
b) Sind die beiden Folgen

(1/n)nen, und (1/712)%1\;+

linear unabhéngig in V7

6.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 6.12. (3 Punkte)

Es sei K ein angeordneter Korper und es sei (z,,),y eine konvergente Folge
in K mit Grenzwert x. Zeige, dass dann auch die durch

_xot T ATy

Y = )

definierte Folge gegen x konvergiert.



73

Aufgabe 6.13. (3 Punkte)

Zeige, dass die beiden im Wikipediaartikel ,, Dedekindscher Schnitt“ in der
aktuellen Version (Version vom 4.10.2013 https://de.wikipedia.org/w/index.
php?title=Dedekindscher_Schnitt&oldid=123123410) angegebenen Definiti-
onen nicht wie dort behauptet zueinander dquivalent sind. Man gebe jeweils
Beispiele an, die die eine, aber nicht die andere Definition erfiillen.

Aufgabe 6.14. (5 Punkte)

Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper und seien P(z) = Z?:o a;
und Q(z) = > 7_, bz’ Polynome mit ag4, b, # 0. Man bestimme in Abhéingig-
keit von d und e, ob die durch

P(n)

T Q)

(fiir n hinreichend grof}) definierte Folge konvergiert oder nicht, und bestim-
me gegebenenfalls den Grenzwert.

Aufgabe 6.15. (4 Punkte)

Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper und sei P(z) = Z?:o a; !
ein Polynom mit d > 1 und ag # 0 . Zeige, dass dann die durch

d
Yn = P(n) = Zami
=0

definierte Folge bestimmt gegen 400 divergiert, falls ag > 0 ist, und bestimmt
gegen —oo divergiert, falls ag < 0 ist.

Man folgere, dass die Folgenglieder
1

Yn
fiir n hinreichend grof3 definiert sind und gegen 0 konvergieren.

Aufgabe 6.16. (4 Punkte)
Es sei (fn),ey die Folge der Fibonacci-Zahlen und

Ty = Jn

" fnfl

Zeige, dass diese Folge in R konvergiert und dass der Grenzwert x die Bedin-
gung

r=1+2""
erfiillt. Berechne daraus z.

Tipp: Zeige zuerst mit Hilfe der Simpson-Formel, dass man mit diesen Brii-
chen eine Intervallschachtelung basteln kann.
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7. VORLESUNG - VOLLSTANDIGKEIT

7.1. Weitere Eigenschaften der reellen Zahlen.

Korollar 7.1. FEine beschrinkte und monotone Folge in R konvergiert.

Beweis. Nach Voraussetzung ist die Folge wachsend und nach oben be-
schriankt oder fallend und nach unten beschrénkt. Nach Lemma 6.8 liegt
eine Cauchy-Folge vor, und diese konvergiert in R. O

Diese Aussage ist auch die Grundlage dafiir, dass die Dezimalentwicklung
stets eine (eindeutige) reelle Zahl definiert. Eine (unendliche) Dezimalent-
wicklung

a,a_1a_92a_3. ..
mit a € N (wir beschranken uns auf nichtnegative Zahlen) und a_, €

{0,...,9} fiir alle n € N ist némlich zu verstehen als die Folge der ratio-
nalen Zahlen

1 1 1)’
$03:a,$1ZICL+G71'1—O,Iziza‘i‘a—l‘l—o‘i‘aﬂ' 0 , ete.

Diese ist offenbar monoton wachsend. Wir werden in einer der nachsten Vor-
lesung sehen, dass sie nach oben beschrénkt ist (beispielsweise durch a + 1),
so dass dadurch in der Tat eine reelle Zahl definiert wird.

Eine weitere Moglichkeit, reelle Zahlen zu beschreiben, wird durch Intervall-
schachtelungen gegeben.

Definition 7.2. Es sei K ein angeordneter Korper. Eine Folge von abge-
schlossenen Intervallen

I, = [an, by, n € N,

in K heifit eine Intervallschachtelung, wenn I, C I, fiir alle n € N ist und
wenn die Folge der Intervalllingen, also

(b — an)neN g
gegen 0 konvergiert.
Satz 7.3. Es sei I,,, n € N, eine Intervallschachtelung in R. Dann besteht
der Durchschnitt
i

neN

aus genau einem Punkt x € R. Eine reelle Intervallschachtelung bestimmit
also genau eine reelle Zahl.

Beweis. Siehe Aufgabe 7.19. g
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Genauer gilt, dass bei einer Intervallschachtelung sowohl die Folge der unte-
ren Intervallgrenzen als auch die Folge der oberen Intervallgrenzen gegen ein
und dieselbe Zahl konvergieren. Ebenso konvergiert jede Folge (z,,),,cy mit
x, € I, gegen diesen Grenzwert, siche Aufgabe 7.10.

Die Vollsténdigkeit der reellen Zahlen sichert auch die Existenz einer eindeu-
tig bestimmten Quadratwurzel fiir eine nichtnegative reelle Zahl.

Satz 7.4. Zu jeder nichtnegativen reellen Zahl c € R gibt es eine eindeutige
nichtnegative reelle Zahl x mit x® = c. Diese Zahl x heifit die Quadratwurzel
von ¢ und wird mit \/c bezeichnet.

Beweis. Nach Aufgabe 5.1 kann es maximal zwei Zahlen geben, deren Qua-
drat gleich c¢ ist, und diese Zahlen sind wegen

(—l‘)Q — (_1)2x2 — 1}2

negativ zueinander. Es kann also maximal nur eine nichtnegative Quadrat-
wurzel geben. Die Existenz wird durch das babylonische Wurzelziehen ge-
sichert, das eine Intervallschachtelung beschreibt. Nach Satz 7.3 legt eine
Intervallschachtelung eine eindeutig bestimmte reelle Zahl fest. Nennen wir
diese Zahl z. Wir miissen zeigen, dass diese Zahl in der Tat eine Quadrat-
wurzel von c ist, dass also 22 = c ist. Bei ¢ = 0 ist dies klar, wir nehmen also
¢ > 0 an. Die Intervallgrenzen sind durch

Tn + o

2
und = bestimmt und die Folge z,, konvergiert gegen z. Dies gilt auch fiir die

,,Versc%Obene“ Folge x,,1. Nach den Rechengesetzen fiir konvergente Folgen
gilt somit

Tn+1 =

. T+ %
2
Dies ergibt
r = °
x
und somit z? = c. O

Bei einer wachsenden, nach oben beschrénkten Folge (), .y kann man den
Grenzwert auch auffassen als das Supremum der Menge {x,| n € N}. Insofern
ist die folgende Aussage eine weitreichende Verallgemeinerung von Korollar
7.1.

Satz 7.5. Jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge der reellen Zahlen
besitzt ein Supremum in R.

Beweis. Es sei M C R eine nichtleere, nach oben beschriankte Teilmenge. Es
sei xg € M und g, eine obere Schranke fiir M, d.h. es ist x < yq fiir alle
r € M. Wir konstruieren zwei Folgen (), und (yn),,cn, Wobei x, € M
wachsend, (yn),,cy fallend ist und jedes y,, eine obere Schranke von M ist (so
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dass insbesondere z,, <y, fiir alle n ist), und so, dass (x,),,oy eine Cauchy-
Folge ist. Dabei gehen wir induktiv vor, d.h. die beiden Folgen seien bis n
bereits definiert und erfiillen die gewiinschten Eigenschaften. Wir setzen

T, falls [%7%] NM=10,
o ein beliebiger Punkt aus [£23¥ ¢, 1N M sonst .

und

{—x”;y”, falls [22e g 1N M =10,
Yn+1 =
Yn SONSt .

Dies erfiillt die gewiinschten Eigenschaften, und es ist

1 n
yn_xng <§> (yo—x0)>

da in beiden Féllen der Abstand zumindest halbiert wird. Da die Folge
(25,),,cn Wachsend und nach oben beschrénkt ist, konvergiert sie Korollar 7.1
sie gegen einen Grenzwert, sagen wir x. Ebenso ist die fallende Folge (yn),,c
nach unten beschrinkt und konvergiert gegen denselben Grenzwert x. Wir
behaupten, dass dieses x das Supremum von M ist. Wir zeigen zuerst, dass x
eine obere Schranke von M ist. Sei dazu z > z fiir ein 2 € M angenommen.
Da die Folge (yy),cn gegen x konvergiert, gibt es insbesondere ein n mit

r < yp < 2

im Widerspruch dazu, dass jedes y, eine obere Schranke von M ist. Fiir die
Supremumseigenschaft miissen wir zeigen, dass x kleiner oder gleich jeder
oberen Schranke von M ist. Sei dazu u eine obere Schranke von M und
nehmen wir an, dass > w ist. Da (x,),.y gegen z konvergiert, gibt es
wieder ein n mit

U< T, <T

im Widerspruch dazu, dass u eine obere Schranke ist. Also liegt wirklich das
Supremum vor. O

Mit diesem Satz kann man einfach die Existenz von beliebigen Wurzeln nach-
weisen.

Beispiel 7.6. Es sei a € R>p und & € N. Es sei
M = {$6R20|$k S(l} .

Diese Menge ist wegen 0 € M nicht leer und nach oben beschriankt (bei
a < 1 ist 1 eine obere Schranke, sonst ist a eine obere Schranke). Es sei
s = sup (M), das es nach Satz 7.5 geben muss. Dann ist s* = a, d.h. s ist
eine k-te Wurzel von a, da sowohl die Annahme s* < a als auch die Annahme
s¥ > a zu einem Widerspruch fiihrt, siche Aufgabe 7.15.
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7.2. Der Satz von Bolzano-Weierstraf3.

Karl Weierstrafl (1815-1897)

Die folgende Aussage heifit Satz von Bolzano-Weierstraf.

Satz 7.7. Es sei (xy,),cy €ine beschrinkte Folge von reellen Zahlen. Dann
besitzt die Folge eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Die Folge (xy),,cy sei durch
ap <z, < by

beschréankt. Wir definieren zuerst induktiv eine Intervallhalbierung derart,
dass in den Intervallen unendlich viele Folgenglieder liegen. Das Startintervall
ist Iy := [ag, bo|. Sei das k-te Intervall I}, bereits konstruiert. Wir betrachten
die beiden Hélften

ay, + by ay, + by,

| und |

[a/ka ) bk] .

In mindestens einer der Hélften liegen unendlich viele Folgenglieder, und wir
wahlen als Intervall I, eine Hélfte mit unendlich vielen Gliedern. Da sich
bei diesem Verfahren die Intervalllingen mit jedem Schritt halbieren, liegt
eine Intervallschachtelung vor. Als Teilfolge wihlen wir nun ein beliebiges
Element

Ty, € I,
mit ng > ng_1. Dies ist moglich, da es in diesen Intervallen unendlich viele

Folgenglieder gibt. Diese Teilfolge konvergiert gegen die durch die Intervall-
schachtelung bestimmte Zahl x. O

FEine dquivalente Formulierung ist, dass jede beschridnkte Folge in R einen
Haufungspunkt besitzt.
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7.3. Die eulersche Zahl e.

05 ‘
0
0.5 ‘

Wir besprechen eine Beschreibung der sogenannten eulerschen Zahl e.

Lemma 7.8. Die Intervalle I,, = [ay,b,], n > 1, mit den Grenzen

1 n 1 n+1
an:<1+—) undbn:<1+—>
n n

definieren eine Intervallschachtelung.

Beweis. Wegen 1 + % > 1 ist klar, dass

1
anp <an(1—i——) = b,
n

ist, so dass also wirklich Intervalle vorliegen. Um zu zeigen, dass die Intervalle
ineinander liegen, zeigen wir, dass die unteren Grenzen wachsend und die
oberen Grenzen fallend sind. Wir betrachten zuerst (a,),,oy. Aufgrund der
Bernoulli-Ungleichung gilt

1 1 ">1 1 1 1
- — —-n— =1——.
n? - n? n

Dies schreiben wir als

n—1 < n?—1\" _(n+1 n—1 " _(n+1 "n—1\"

n - n? B n n B n n '
Daraus ergibt sich durch beidseitige Multiplikation mit (%)n (es sein > 2)
die Abschétzung

n—1 n
o () (5
n—1 n

Fiir die oberen Intervallgrenzen b,, ergibt die Bernoullische Ungleichung die
Abschétzung

b ) s sl
nz—1 - nz—1— n
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Daraus folgt

1 n? \" n n \" n \"/ n \"
n n?—1 n—1 n+1 n—1 n+1
Durch beidseitige Multiplikation mit ("—“)n ergibt sich

n

n+1 n
b — (”“) g( " ) -
n n—1

Wir betrachten schliefllich die Intervalllingen. Diese sind

1 1 b
b, — a, :an<1—|——)—an = a,— < e
n

n n

und konvergieren somit gegen 0. Also liegt insgesamt eine Intervallschachte-
lung vor. U

Leonhard Euler (1707-1783)

Durch diese Intervallschachtelung ist aufgrund von Satz 7.3 eindeutig eine
reelle Zahl bestimmt.

Definition 7.9. Die reelle Zahl

heif3t eulersche Zahl.

Thr nummerischer Wert ist
e = 2,718281828459. . ..

Wir werden bei der Behandlung der Exponentialfunktion auf die eulersche
Zahl zuriickkommen und einer andere Beschreibung dafiir kennenlernen.
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7. ARBEITSBLATT

7.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 7.1. Zeige, dass das Quadrieren
Rzo — Rzo, T — 1'2,

eine wachsende Funktion ist. Man folgere daraus, dass auch die Quadratwur-
zel

Rsg — Rso, u — Vu,
eine wachsende Funktion ist.

Aufgabe 7.2. Zeige, dass fiir nichtnegative reelle Zahlen s und ¢ die Bezie-

hung
Vst = sVt

besteht.

Aufgabe 7.3. Begriinde geometrisch, dass die Wurzeln v/n, n € N, als Linge
von ,natiirlichen® Strecken vorkommen.

Tipp: Satz des Pythagoras.

Aufgabe 7.4. Zeige, dass man zu jeder gegebenen Streckenldnge a (also
jedem a € Rsg) die Quadratwurzel y/a mit Zirkel und Lineal konstruieren
kann.

Tipp: Satz des Pythagoras und Bild unten.

2 o 1 2

Aufgabe 7.5. Formuliere und beweise die Ldsungsformel fiir eine quadrati-
sche Gleichung
ar’> +br+c=0

mit a,b,c € R, a # 0.
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Aufgabe 7.6. Es sei x eine reelle Zahl, von welcher der Beginn der Dezi-
malbruchentwicklung gleich

0,3333333333...

(die weiterer Ziffern sind nicht bekannt). Was kann man iiber die Dezimal-
bruchentwicklung von 3z sagen? In welchem (moglichst kleinen) Intervall
liegt 327

Aufgabe 7.7. Die beiden reellen Zahlen x und y seien durch ihre Dezimal-
bruchentwicklung

z=0,212023...
und

Yy = 0,U1U2U3 R
gegeben. Man gebe unter Bezug auf diese Zifferentwicklungen eine Folge mit
rationalen Gleidern an, die gegen xy konvergiert.

Vor der néchsten Aufgabe erinnern wir an die beiden folgenden Definitionen.

Zu zwei reellen Zahlen x und y heifit
T+y
2

das arithmetische Mittel.
Zu zwei nichtnegativen reellen Zahlen z und y heifit

Nex

das geometrische Mittel.

Aufgabe 7.8. Es seien x und y zwei nichtnegative reelle Zahlen. Zeige,
dass das arithmetische Mittel der beiden Zahlen mindestens so grof3 wie ihr
geometrisches Mittel ist.

Aufgabe 7.9. Es seien b > a > 0 positive reelle Zahlen. Wir definieren
rekursiv zwei Folgen (z,,),,cy und (y,),cn durch zo = a, yo = b und durch

Tny1 = geometrisches Mittel von z,, und v, ,

Ynt1 = arithmetisches Mittel von z,, und vy, .
Zeige, dass [z, y,] eine Intervallschachtelung ist.

Aufgabe 7.10. Es sei I,,, n € N, eine Intervallschachtelung in R und sei
(75,),en €ine reelle Folge mit x,, € I, fiir alle n € N. Zeige, dass diese Folge
gegen die durch die Intervallschachtelung bestimmte Zahl konvergiert.
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Aufgabe 7.11. Sei a € R und k& € N;. Zeige, dass zu einem beliebigen
Startwert xo € R durch

Tn + T‘,l

—

eine Folge definiert wird, die gegen /a konvergiert.

Tn+1 =

Aufgabe 7.12. Es sei K ein angeordneter Kérper. Es sei (x,),.y eine
Cauchy-Folge in K, die eine konvergente Teilfolge enthalte. Zeige, dass die
Folge konvergiert.

Aufgabe 7.13. Es sei K ein angeordneter Kérper und (z,,), .y €ine wach-
sende Folge in K. Zeige, dass die Folge genau dann konvergiert, wenn die
Menge {z,|n € N} ein Supremum besitzt.

Aufgabe 7.14. Es seien A und B beschriankte Teilmengen von R. Ferner sei
A+B:={a+blacA,be Bfund A—B:={a—bla€ A, be B}.

(1) Zeige, dass sup(A + B) = sup(A) + sup(B).

(2) Wie lautet die entsprechende Formel fiir sup(A — B)?

(3) Zeige, dass sup(A U B) = max{sup(A),sup(B)}.

(4) Was lésst sich iiber sup(A N B) sagen?

(5) Wie lautet die Entsprechung zu 3. fiir unendlich viele Mengen?

Aufgabe 7.15. Es sei a € Rxo, k € N, M = {z € Ryo|2" < a} und s =
sup (M). Zeige s* = a.

Aufgabe 7.16. Es sei K ein angeordneter Korper, der nicht archimedisch
angeordnet sei. Zeige, dass fiir K die Aussage das Satzes von Bolzano-
Weierstrafl nicht gilt.

Aufgabe 7.17. Zeige die folgenden Abschéatzungen.
a) (i) - or <

b) (1+3)" < Xhcomr

Aufgabe 7.18. Berechne mit einem Computer die ersten hundert Nachkom-
mastellen im Zehnersystem von

1 n
e := lim <1+—) .
n—o0 n

Fiir welches n wird diese Genauigkeit erreicht?
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7.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 7.19. (3 Punkte)
Es sei I,,, n € N; eine Intervallschachtelung in R. Zeige, dass der Durchschnitt

i
neN
aus genau einem Punkt z € R besteht.

Aufgabe 7.20. (3 Punkte)
Entscheide, ob die Folge

an = VA FT = Vil

konvergiert, und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.

Aufgabe 7.21. (6 Punkte)

Zeige, dass jede Folge in R eine monotone Teilfolge besitzt.

Aufgabe 7.22. (5 Punkte)

Es sei K ein angeordneter Korper mit der Eigenschaft, dass in ihm jede
nichtleere, nach oben beschrinkte Teilmenge ein Supremum besitzt. Zeige,
dass K vollstandig ist.

8. VORLESUNG - KOMPLEXE ZAHLEN

8.1. Die komplexen Zahlen.

In dieser Vorlesung fithren wir aufbauend auf die reellen Zahlen die komple-
xen Zahlen ein. Damit haben wir alle fiir die Anfdngervorlesungen relevanten
Zahlbereiche zur Verfiigung. Die Konstruktion der reellen Zahlen aus den
rationalen Zahlen ist einigermaflen kompliziert, obwohl die reellen Zahlen
scheinbar vertraut sind. Dagegen ist die Einfiihrung der komplexen Zahlen
einfach, obwohl sie zunéchst nicht vertraut aussehen.

Definition 8.1. Die Menge

R?
mit 0 := (0,0) und 1 := (1,0), mit der komponentenweisen Addition und der
durch

(a,b) - (c,d) := (ac — bd,ad + bc)

definierten Multiplikation nennt man Kdérper der komplexzen Zahlen. Er wird
mit

C

bezeichnet.
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Die Addition ist also einfach die vektorielle Addition im R?, wihrend die
Multiplikation eine neuartige Verkniipfung ist, die zwar numerisch einfach
durchfiihrbar ist, an die man sich aber dennoch gew6hnen muss. Wir werden
spater noch eine geometrische Interpretation fiir die komplexe Multiplikation
kennen lernen.

Lemma 8.2. Die komplexen Zahlen bilden einen Korper.
Beweis. Siehe Aufgabe 8.3. O

Wir 16sen uns von der Paarschreibweise und schreiben
a+ bi:= (a,b).

Insbesondere ist i = (0,1), diese Zahl heifit imagindire Einheit. Diese Zahl
hat die wichtige Eigenschaft

i*=—1.
Aus dieser Eigenschaft ergeben sich sdmtliche algebraischen Eigenschaften

der komplexen Zahlen durch die Korpergesetze. So kann man sich auch die
obige Multiplikationsregel merken, es ist ja

(a+bi)(ct+di) = actadi+bic+bidi = ac+bdi*+(ad+be)i = ac—bd+(ad+be)i.

Wir fassen eine reelle Zahl a als die komplexe Zahl a + 0i = (a,0) auf. In
diesem Sinne ist R C C. Es ist gleichgiiltig, ob man zwei reelle Zahlen als
reelle Zahlen oder als komplexe Zahlen addiert oder multipliziert.

Definition 8.3. Zu einer komplexen Zahl

z=a+bi
heifit

Re (z) =a
der Realteil von z und

Im (2) =0

heifit der Imagindrteil von z.

Man sollte sich allerdings die Menge der komplexen Zahlen nicht als etwas
vorstellen, was weniger real als andere Zahlensysteme ist. Die Konstruktion
der komplexen Zahlen aus den reellen Zahlen ist bei Weitem einfacher als
die Konstruktion der reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen. Allerdings
war es historisch ein langer Prozess, bis die komplexen Zahlen als Zahlen
anerkannt wurden; das Irreale daran ist, dass sie einen Korper bilden, der
nicht angeordnet werden kann, und dass es sich daher scheinbar um keine
Groflen handelt, mit denen man sinnvollerweise etwas messen kann.
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a+bi

» Re

Man kann sich die komplexen Zahlen als die Punkte in einer Ebene vorstellen;
fiir die additive Struktur gilt ja einfach C = R2. In diesem Zusammenhang
spricht man von der Gaussschen Zahlenebene. Die horizontale Achse nennt
man dann die reelle Achse und die vertikale Achse die imagindre Achse.

Lemma 8.4. Real- und Imagindrteil von komplexen Zahlen erfiillen folgende
Figenschaften (fir z und w aus C).

(1) z=Re (2) +Im (2) .

(2) Re (z +w) = Re (2) + Re (w).
(3) Im (2 4+ w) =Im (2) + Im (w).
(4) FirreR ist

Re (rz) =rRe (2) und Im (rz) =rIm (2) .
(5) Es ist z = Re (z) genau dann, wenn z € R ist, und dies ist genau
dann der Fall, wenn Im (2) = 0 ist.
Beweis. Siehe Aufgabe 8.9. O
Definition 8.5. Die Abbildung
C—C,z=a+bi—Z:=a- 0,

heifit komplexe Konjugation.
Zu z heiit z die konjugiert-komplexe Zahl von z. Geometrisch betrachtet ist

die komplexe Konjugation zu z € C einfach die Achsenspiegelung an der
reellen Achse.

Lemma 8.6. Fliir die komplexe Konjugation gelten die folgenden Rechenre-
geln (fiir beliebige z,w € C).
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(4) Fiir z #0 ist 1/z = 1/%.
(5) z = z.
(6) Z = z genau dann, wenn z € R ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 8.22. U

Das Quadrat d? einer reellen Zahl ist stets nichtnegativ, und die Summe von
zwei nichtnegativen reellen Zahlen ist wieder nichtnegativ. Zu einer nicht-
negativen reellen Zahl ¢ gibt es eine eindeutige nichtnegative Quadratwurzel
V¢, siehe Aufgabe 6.9. Daher liefert folgende Definition eine wohldefinierte
nichtnegative reelle Zahl.

Definition 8.7. Zu einer komplexen Zahl
z=a+h
ist der Betrag durch
|z| = Va? + b?

definiert.

Der Betrag einer komplexen Zahl z ist aufgrund des Satzes des Pythagoras
der Abstand von z zum Nullpunkt 0 = (0,0). Insgesamt ist der Betrag eine
Abbildung

C — Rxp, 2— |2].

e’

Imh .
. =Ccosotising
l

sin @

i
-
Ojcos ¢ I Re

Die Menge aller komplexen Zahlen mit einem bestimmten Betrag bilden einen
Kreis mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und mit dem Betrag als Radius.
Insbesondere bilden alle komplexen Zahlen mit dem Betrag 1 den komplexen
Einheitskreis. Die Zahlen auf dem komplexen Einheitskreis stehen durch die
eulersche Formel in Beziehung zur komplexen Exponentialfunktion und zu
den trigonometrischen Funktionen. Es sei hier erwdhnt, dass das Produkt
von zwei komplexen Zahlen auf dem Einheitskreis sich ergibt, indem man die
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zugehorigen Winkel, gemessen von der positiven reellen Achse aus gegen den
Uhrzeigersinn, addiert.

Lemma 8.8. Fiir eine komplexe Zahl z gelten die folgenden Beziehungen.

Beweis. Siehe Aufgabe 8.10. 0

Lemma 8.9. Fir den Betrag von komplexen Zahlen gelten folgende Eigen-
schaften.

(1) Fiir reelles z stimmen reeller und komplezer Betrag tiberein.
(2) Esist |z| =0 genau dann, wenn z = 0 ist.

(3) |2l = Izl

(4) [zw] = [2] Jw].

(5) [Re ()], [Im (2)] < [2].

(6) |z +w| < |z + |w|.

(7) Firz#0 st |1/z] =1/ |z|.

Beweis. Wir zeigen die Dreiecksungleichung, fiir die anderen Aussagen siehe
Aufgabe 8.11. Zunéchst gilt nach (5) fiir jede komplexe Zahl u die Abschét-
zung Re (u) < |ul. Daher ist

Re (zw) < |z||w]| ,
und somit ist

|z—|—w|2

(z+w)(zZ+w)

ZZ + 2w + wzZ + ww
1z]* + 2Re (2@) + |w|®
|2* + 22 Jw] + |w|?
(l2] + [wl).

A

Durch Wurzelziehen ergibt sich die gewiinschte Abschitzung. U

Mit dem Betrag kann man auch die offenen und die abgeschlossenen Kreis-
scheiben zu einem Mittelpunkt P € C und einem Radius b € R, definieren.
Man nennt

B(P,b)={z€C| |z—P| <b}
die abgeschlossene Kreisscheibe und

U(Pb)={z€C||z—P|<b}

die offene Kreisscheibe.
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8.2. Folgen von komplexen Zahlen.

Mit Hilfe des Betrages kann man fiir zwei komplexe Zahlen zq,z5 € C den
Abstand durch

d(Zl, 22) = ‘21 — 2’2’
erklaren. Dieser ist eine nichtnegative reelle Zahl. Mit diesem Abstandsbegriff
lasst sich der Konvergenzbegriff fiir Folgen reeller Zahlen unmittelbar auf
Folgen komplexer Zahlen verallgemeinern. Eine Folge komplexer Zahlen z,
setzt sich aus zwei reellen Folgen zusammen: Jedes z, kann man als

schreiben, wobei eben z, der Realteil und vy, der Imaginirteil von z, ist.
Dabei gilt die Beziehung, dass die komplexe Folge z, genau dann konver-
giert, wenn die beiden reellen Folgen z, und ¥, in R konvergieren. Fiir den
Grenzwert gilt dabei

lim z, = lim z, +¢ lim y,,
n—oo n—oo n—oo

siehe Aufgabe 8.12.

Mit dieser Beziehung kann man viele GesetzméBigkeiten fiir komplexe Fol-
gen direkt aus der entsprechenden reellen Situation erhalten. Wir erwidhnen
explizit die folgenden Rechenregeln.

Satz 8.10. Es seien (T),cy und (Yn),ey konvergente Folgen in C. Dann
gelten folgende Aussagen.

(1) Die Folge (z, 4 Yn),en 15t konvergent und es gilt
lim (x, + yn) = (lim z,) + (lim v,) .
n—oo n—oo n— o0
(2) Die Folge (2, - Yn),en 5t konvergent und es gilt
lim (z, - y,) = (lim z,) - (lim y,).
n—o0 n—o0 n—00
(3) Firce C gilt

lim cz,, = ¢(lim z,).

(4) Es sei lim, soox, = x # 0 und x, # 0 fir alle n € N. Dann ist

<L> ebenfalls konvergent mit
neN

In

(5) Es sei lim, oo, = & # 0 und x, # 0 fir alle n € N. Dann ist

(y—"> ebenfalls konvergent mit
neN

Tn

hm —_— = .

n—oo Ty X

Beweis. Siehe Aufgabe 8.13. U
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8.3. Quadratwurzeln von komplexen Zahlen.

Die imaginiire Einheit 7 hat die wichtige Eigenschaft i> = —1. Das Negative
von i besitzt die gleiche Eigenschaft, ndmlich (—i)? = (—1)%? = —1. Damit
gibt es zu jeder negativen reellen Zahl —c¢ (mit ¢ positiv) in C die beiden
Quadratwurzeln y/ci und —+/ci. Im folgenden Beispiel zeigen wir, dass nicht
nur jede reelle Zahl in C eine Quadratwurzel besitzt, sondern iiberhaupt jede
komplexe Zahl.

Beispiel 8.11. Es sei z = a+ bi eine komplexe Zahl. Dann hat die komplexe

Zahl
<0\/|z| Fa+iv]— a)

1
u =

Sl

2
mit dem Vorzeichen

_J1, fallsb >0
) —1fallsb<0.

die Eigenschaft

u? =z,
Insbesondere besitzt also z zwei Quadratwurzeln, ndmlich © und —u, die bei
z = 0 zusammenfallen.

Wir zeigen dies fiir den Fall b > 0. Dann ist
2
< |z| +a+iv/|z7] —a>)
(121 +a = (121 = @) + 2i/(ZT + o) (2] = )

<2a + 2iy/ |2 — a2>
2a+2i\/§>

(2a + 2ib)

U2:

&

QNN RN RN

+
ISH

Daraus ergibt sich, dass innerhalb von C jede quadratische Gleichung
az’ +bz4+c=0

mit a,b,c € C, a # 0, mindestens eine komplexe Losung besitzt, siehe Auf-
gabe 8.17.

Ein wichtiger Satz, der sogenannte Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass
iiberhaupt jede polynomiale Gleichung

an2" 4 12" P a2+ arz+ap =0

mit ag, ay, ..., a, € Cund mit n > 1 und a, # 0 mindestens eine Losung in C
besitzt. D.h., dass jedes nichtkonstante Polynom iiber den komplexen Zahlen
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eine Nullstelle besitzt. Diesen Satz konnen wir zum jetzigen Zeitpunkt noch
nicht beweisen.

8. ARBEITSBLATT

8.1. Ubungsaufgaben.

Bei den Rechenaufgaben zu den komplexen Zahlen muss das Ergebnis immer
in der Form a + b7 mit reellen Zahlen a, b angegeben werden, wobei diese so
einfach wie méglich sein sollen.

Aufgabe 8.1. Berechne die folgenden Ausdriicke innerhalb der komplexen
Zahlen.

Aufgabe 8.2. Zeige, dass fiir reelle Zahlen die Addition und die Multiplika-
tion als reelle Zahlen und als komplexe Zahlen iibereinstimmen.

Aufgabe 8.3. Zeige, dass die komplexen Zahlen einen Korper bilden.

Aufgabe 8.4. Zeige, dass P = R? mit der komponentenweisen Addition und
der komponentenweisen Multiplikation kein Korper ist.

Aufgabe 8.5. Skizziere die folgenden Teilmengen.

(1) {z € C| Re (2) > =3},
(2) {2 € C| Im () <2},
(3) {zeC| 2| <5}

Aufgabe 8.6.*

a) Berechne
(4 — 7i)(5 + 3i) .

b) Bestimme das inverse Element 27! zu z = 3 + 4i.
c) Welchen Abstand hat =1 aus Teil (b) zum Nullpunkt?
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Aufgabe 8.7.*
Lése die lineare Gleichung
(24 5i)z = (3 —Ti)

iiber C und berechne den Betrag der Lésung.

Aufgabe 8.8. Finde zu einer komplexen Zahl z = a + bi # 0 die inverse
komplexe Zahl mit Hilfe eines reellen linearen Gleichungssystems mit zwei
Variablen und zwei Gleichungen.

Aufgabe 8.9. Beweise die folgenden Aussagen zu Real- und Imaginérteil
von komplexen Zahlen.

(1) z=Re (2) +Im (2)1.
(2) Re (z +w) = Re (2) + Re (w).
(3) Im (2 4+ w) =Im (2) + Im (w).
(4) Fiir r € R ist
Re (rz) =rRe (2) und Im (rz) = rIm (2) .

(5) z = Re (2) genau dann, wenn z € R ist, und dies ist genau dann der
Fall, wenn Im (z) = 0 ist.

Aufgabe 8.10. Zeige, dass innerhalb der komplexen Zahlen folgende Re-
chenregeln gelten.

Zahlen.

[Re (2)], [Tm (2)| < |=].
Fir z #0ist [1/z] = 1/ |z|.
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Aufgabe 8.12. Zeige, dass eine Folge komplexer Zahlen

Zn = Tp + WYn

genau dann konvergiert, wenn sowohl z, als auch y, konvergiert. Fiir den
Grenzwert gilt dabei

lim z, = lim x, +¢ lim y,.
n—oo n—oo n—oo

Aufgabe 8.13. Es seien (), .y und (yn),,cy konvergente Folgen in C. Be-
weise die folgenden Aussagen.

(1) Die Folge (x,, + yn),,cy ist konvergent und es gilt
A2, ) = (10 ) (10, 90)-
(2) Die Folge (x, - Yn),,cy ist konvergent und es gilt

Mim (20 yn) = (Nim ) - (Hm yn)

(3) Fiir ¢ € C gilt

lim cz,, = ¢(lim z,).

(4) Es sei lim, ,ooz, = 2z # 0 und z,, # 0 fiir alle n € N. Dann ist

<L> ebenfalls konvergent mit
neN

Tn

) 1 1
lim — = —.
n—>oo{,(]n X

(5) Es sei lim, ,ooz, = z # 0 und z,, # 0 fiir alle n € N. Dann ist

(y—”> ebenfalls konvergent mit
neN

Tn

. Yn im0 yn
hm _——_

n—00 I, €

Aufgabe 8.14. Sei z € C eine komplexe Zahl mit |z| < 1. Zeige, dass die
Folge (2"),cy gegen 0 konvergiert.

Aufgabe 8.15. Sei z € C eine komplexe Zahl mit |z| > 1. Zeige, dass die
Folge (2"), oy divergiert.

Aufgabe 8.16. Bestitige die in Beispiel 8.11 angegebene Formel fiir die
Quadratwurzel einer komplexen Zahl z = a + bi im Fall b < 0.
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Aufgabe 8.17. Seien a,b,c € C mit a # 0. Zeige, dass es fiir die Gleichung
az’ +bz4+c=0

mindestens eine komplexe Losung z gibt.

Aufgabe 8.18. Seien a,b,¢c € C mit a # 0. Man charakterisiere, wann es
fiir die Gleichung

az? +bz+c=0
genau eine Losung in C gibt und wann zwei Losungen.

Aufgabe 8.19. Man bestimme die zwei komplexen Losungen der Gleichung
2> +5iz—3=0.
Der Begriff eines Haufungspunktes lasst sich unmittelbar auf komplexe Fol-

gen erweitern.

Aufgabe 8.20. Bestimme die Haufungspunkte der komplexen Folge (i), -
Man gebe fiir jeden Haufungspunkt eine Teilfolge an, die gegen diesen Punkt
konvergiert.

8.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 8.21. (3 Punkte)
Berechne die komplexen Zahlen

(1+4)"
firn=1,2,3,4,5.

Aufgabe 8.22. (3 Punkte)

Zeige, dass fiir die komplexe Konjugation die folgenden Rechenregeln gelten.

I
o

genau dann, wenn z € R ist.

Aufgabe 8.23. (3 Punkte)

Berechne die Quadratwurzeln, die vierten Wurzeln und die achten Wurzeln
von 4.
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Aufgabe 8.24. (4 Punkte)
Man finde alle drei komplexen Zahlen z, die die Bedingung
2 =1

erfiillen.

Aufgabe 8.25. (5 Punkte)

Es seien n komplexe Zahlen zq, 2o, ..., z, in der Kreisscheibe B mit Mittel-
punkt (0,0) und Radius 1, also in B = {z € C| |2| < 1}, gegeben. Zeige, dass
es einen Punkt w € B mit der Eigenschaft

n
Z |zi —w| >n
i=1
gibt.

8.3. Kollektivaufgabe.

Aufgabe 8.26. (4 Punkte)

Korrigiere den Wikipediaartikel ,,Dedekindscher Schnitt®, so dass die beiden
Definitionen dquivalent werden.

(Die Bearbeitung muss dauerhaft akzeptiert werden.)

9. VORLESUNG - REIHEN

9.1. Reihen.

Wir haben in der siebten Vorlesung gesagt, dass man eine Dezimalentwick-
lung, also eine (unendliche) Ziffernfolge mit Ziffern zwischen 0 und 9 als
eine wachsende Folge von rationalen Zahlen auffassen kann. Dabei hat die
n-te Nachkommastelle a_,, die Bedeutung, dass a_,, - 107" zur vorhergehen-
den Approximation hinzu zu addieren ist. Die Ziffernfolge gibt also direkt die
Differenz der Folgenglieder an, und die Folgenglieder ergeben sich durch Auf-
summieren dieser Differenzen. Diese Sichtweise fithrt zum Begriff der Reihe.

Definition 9.1. Sei (a;), oy eine Folge von komplexen Zahlen. Unter der
Rethe 7, aj, versteht man die Folge (s,,), oy der Partialsummen

n
Sp = E Qg .
k=0

Falls die Folge (s,), oy konvergiert, so sagt man, dass die Reihe konvergiert.
In diesem Fall schreibt man fiir den Grenzwert ebenfalls

oo
D
k=0
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und nennt ihn die Summe der Reihe.

Alle Begriffe fiir Folgen iibertragen sich auf Reihen, indem man eine Reihe
Y re @k als Folge der Partialsummen s, = > ;_, a; auffasst. Wie schon bei
Folgen kann es sein, dass die Summation nicht bei k = 0, sondern bei einer
anderen Zahl beginnt.

Beispiel 9.2. Wir wollen die Reihe
i :
p k(k+1)

berechnen, wozu wir zuerst eine Formel fiir die n-te Partialsumme angeben.
Es ist

- 1 " /1 1 1 n
o ];k(kJrl) ;<k k+1> n+l n+1

Diese Folge konvergiert gegen 1, so dass die Reihe konvergiert und ihre Sum-
me gleich 1 ist.

Lemma 9.3. FEs sei

> ax

k=0
eine Rethe von komplexen Zahlen. Dann ist die Rethe genau dann konvergent,
wenn das folgende Cauchy-Kriterium erfillt ist: Zu jedem € > 0 ¢ibt es ein
ng derart, dass fiir alle n > m > ng die Abschdtzung

n
> o
k=m

<e€

qgilt.

Beweis. Siehe Aufgabe 9.3. |

Lemma 9.4. Es seien
Z ar und Z by,
k=0 k=0

konvergente Reihen von komplexen Zahlen mit den Summen s und t. Dann
gelten folgende Aussagen.

(1) Die Reihe Y o ci mit ¢, = a, + by, ist ebenfalls konvergent mit der
Summe s +t.

(2) Fir A € C ist auch die Reihe )", dx mit d,, = Aa,, konvergent mit
der Summe As.

Beweis. Siehe Aufgabe 9.4. U
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Lemma 9.5. Es sei
o
>
k=0
eine konvergente Reihe von komplexen Zahlen. Dann ist

lim a; =0
k—oo

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 9.3. O

Es ist also eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe, dass
die Reihenglieder eine Nullfolge bilden. Diese Bedingung ist nicht hinrei-
chend, wie die harmonische Reihe zeigt.

Nikolaus von Oresme (1330-1382) bewies, dass die harmonische Reihe divergiert.

Beispiel 9.6. Die harmonische Reihe ist die Reihe
k=1

Diese Reihe divergiert: Fiir die 2" Zahlen k = 2" +1,...,2"*! ist

2n+1 2n+1

1 1 1
Z I = Z ontl 2n2n+1 -

k=2"+1 k=241

S

N | —
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Daher ist
2n+l 1 n 2i+1 1
E:1+Z ZE >1+(n+1)=
k=1 i=0 \ k=241

Damit ist die Folge der Partialsummen unbeschrinkt und kann nach Lemma
5.8 nicht konvergent sein.

Aus der Divergenz der harmonischen Reihe folgt, dass man einen beliebig weiten
Uberhang mit gleichférmigen Baukltzen bauen kann.

Die folgende Aussage heifit Leibnizkriterium fiir alternierende Rethen.
Satz 9.7. Sei (v1),cy €ine fallende Nullfolge von nichtnegativen reellen Zah-
len. Dann konvergiert die Reihe Y po (—1)Fx.

Beweis. Wir setzen
Sp = Z(—l)kxk :
k=0
Wir betrachten die Teilfolge mit geradem Index. Fiir jedes n gilt wegen
Tonto < Topy1 die Beziehung

S2(n+1) = S2n — L2n+1 + Tont2 < Son,

d.h. diese Teilfolge ist fallend. Ebenso ist die Folge der ungeraden Teilsummen
wachsend. Es gelten die Abschétzungen

So = Sap = Soap—1 = Si1-
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Daher sind die beiden Teilfolgen fallend und nach unten beschrinkt bzw.
wachsend und nach oben beschrénkt, und daher wegen Korollar 7.1 konver-
gent. Wegen o, — So,,_1 = Tg, und lim, .., z, = 0 stimmen die Grenzwerte
iiberein. U

9.2. Absolute Konvergenz.

Definition 9.8. Eine Reihe
>
k=0

von komplexen Zahlen heifit absolut konvergent, wenn die Reihe

00
Dl
k=0

konvergiert.

Satz 9.9. Eine absolut konvergente Reihe von komplexen Zahlen konver-
giert.

Beweis. Es sei € > 0 vorgegeben. Wir wenden das Cauchy-Kriterium an.
Aufgrund der absoluten Konvergenz gibt es ein ng derart, dass fiir alle n >
m > ng die Abschéatzung

n n
D larl| = > lail < e
k=m k=m

gilt. Daher ist

n n
Z ag| < Z lag] | < e,
k=m k=m
was die Konvergenz bedeutet. U

Beispiel 9.10. Eine konvergente Reihe muss nicht absolut konvergieren, d.h.
Satz 9.9 lisst sich nicht umkehren. Aufgrund des Leibnizkriteriums konver-
giert die alternierende harmonische Reihe

= (1)t 1 1 1 1
=l —S4-—...
Z n 2+3 4+5 ’

n=1

und zwar ist ihr Grenzwert In 2, was wir hier aber nicht beweisen. Die zu-
gehorige absolute Reihe ist aber die harmonische Reihe, die nach Beispiel 9.6
divergiert.

Die folgende Aussage heifit das Majorantenkriterium.
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Satz 9.11. Sei > .° by eine konvergente Reihe von reellen Zahlen und
(ar)pey eine Folge komplexer Zahlen mit |ax| < by fir alle k. Dann ist die
Reihe

> ar
k=0
absolut konvergent.
Beweis. Das folgt direkt aus dem Cauchy-Kriterium. O

Beispiel 9.12. Wir wollen bestimmen, ob die Reihe
= 1
>3
k=1

konvergiert oder nicht. Dazu ziehen wir das Majorantenkriterium und Bei-

spiel 9.2 heran, wo wir die Konvergenz von y ,_, m gezeigt haben. Fiir
k> 2 ist

1 < 1

k2~ k(k—1)

Daher konvergiert Y v, % und somit auch Y ;o . Uber den Wert der
Summe ist damit noch nichts gesagt. Mit deutlich aufwéndigeren Methoden
kann man zeigen, dass diese Summe gleich %2 ist.

9.3. Die geometrische Reihe und das Quotientenkriterium.

Dieses Bild veranschaulicht das Verhalten der geometrischen Reihe zu z = i. Die
Grundseite des Quadrates sei 2, dann passt die geometrische Reihe dreimal in
dieses Quadrat rein. Der jeweilige Flidcheninhalt der drei Reihen ist %.

Die Reihe > ",7, 2* heiBt geometrische Reihe zu z € C, es geht also um die
Summe
l+z+224+2+....

Die Konvergenz héngt wesentlich vom Betrag von z ab.
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Satz 9.13. Fir alle komplezen Zahlen z mit |z| < 1 konvergiert die Reihe
> ey 27 absolut und es gilt

d 1
Z::zkzl_z.

k=0

Beweis. Fiir jedes z gilt die Beziehung

n

(=1 _ M) =21

k=0
und daher gilt fiir die Partialsummen die Beziehung (bei z # 1)

n . Zn—l—l -1
z—1
k=0
Fiir n — oo und |z| < 1 konvergiert dies gegen —% = . O

Die folgende Aussage heifit Quotientenkriterium.

Satz 9.14. FEs sei .
>
k=0
eine Rethe von komplexen Zahlen. Es gebe eine reelle Zahl ¢ mit 0 < g < 1
und ein ko mat
Ak41
ag

fir alle k > ko (Insbesondere sei ay, # 0 fiir k > ko). Dann konvergiert die
Reihe Y 12 ay absolut.

<q

Beweis. Die Konvergenz!'® #ndert sich nicht, wenn man endlich viele Glieder
andert. Daher konnen wir ky = 0 annehmen. Ferner konnen wir annehmen,
dass alle a; nichtnegative reelle Zahlen sind. Es ist

Qg Ar—1 a1
. R .ao S aoqk‘
Ar—1 Q-2 Qo

Qp —

Somit folgt die Konvergenz aus dem Majorantenkriterium und der Konver-
genz der geometrischen Reihe. ]

Beispiel 9.15. Unter den Kochschen Schneeflocken versteht man die Folge
K, der folgendermaflen rekursiv definierten ebenen Figuren: Die Ausgangsfi-
gur Ky ist ein gleichseitiges Dreieck. Die Figur K, entsteht aus K, indem
man in jeder Begrenzungskante von K, das mittlere Drittel durch die bei-
den Schenkel eines darauf aufgesetzten nach aulen gerichteten gleichméfigen
Dreiecks ersetzt.

10Wohl aber die Summe.
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/\

Es sei A,, der Flicheninhalt und L,, die Lange des Randes der n-ten Koch-
schen Schneeflocke. Wir wollen zeigen, dass die Folge A,, konvergiert und die
Folge L, bestimmt gegen oo divergiert.

Die Anzahl der Kanten von K, ist 3 - 4", da bei jedem Unterteilungsschritt
eine Kante durch vier Kanten ersetzt wird, deren Lénge 1/3 der Lange der
Vorgéngerkante ist. Es sei r die Seitenléinge des gleichseitigen Ausgangsdrei-
ecks. Dann besteht K, aus 3 - 4" Kanten der Lénge r (%)n und die Ge-
samtléinge der Kanten von K, ist gleich

1\" 4\"
L,=3-4"r|=-| =3r=] .
(5) =)
Wegen (%) > 1 divergiert dies gegen oo.
Beim Ubergang von K, nach K,,; kommt fiir jede Kante ein neues Drei-

eck mit gedrittelter Seitenldnge hinzu. Der Flidcheninhalt eines gleichseiti-

gen Dreiecks mit Seitenlénge s ist \/T§Sz (Grundseite mal Hohe durch 2). Im
Schritt von K, nach K, ; kommen somit 3-4" Dreiecke mit dem Fléchenin-

halt \/Tg (%)Q(nﬂ) r? = */T§7“2 (%)wrl hinzu. Daher ist der Gesamtflicheninhalt
von K, gleich

V3, 1 1\? 1\° 1\"
i 1 Z4+12( = 48 | = N/
aal RRE i (9) +8(9> 43 <9>
V3, 3/4\" 34\ 3[4\’ 3 /4\"
= Y= 1422 b b e 22 _
1 +4<9> +4(9) +4(9)+ +4(9)

Wenn wir hinten die erste 1 und den Faktor % ignorieren, was die Konvergen-
zeigenschaft nicht dndert, so steht in der Klammer die Partialsumme einer

geometrischen Reihe zu %, welche konvergiert.



102

9. ARBEITSBLATT

Aufgabe 9.1. Zeige, dass bei einer Folge die Anderung von endlich vielen
Folgengliedern weder die Konvergenz noch den Grenzwert dndert, und dass
bei Reihen die Anderung von endlich vielen Reihengliedern zwar die Konver-
genz nicht dndert, wohl aber die Summe.

Aufgabe 9.2. Zeige, dass die beiden Reihen

[e.9]

1 =1
und Z
— 2k +1 — 2k + 2

divergieren.
Aufgabe 9.3. Beweise das Cauchy-Kriterium fiir Reihen komplexer Zahlen.

Aufgabe 9.4. Es seien

i ap und i by,
k=0 k=0

konvergente Reihen von komplexen Zahlen mit den Summen s und ¢. Beweise
die folgenden Aussagen.

(1) Die Reihe Y 77 ¢; mit ¢ = ay, + by, ist ebenfalls konvergent mit der
Summe s + t.

(2) Fiir A € C ist auch die Reihe Y ;- dy mit dy = Aay konvergent mit
der Summe As.

Aufgabe 9.5. In einer Studenten-WG bereitet Studi 1 Kaffee zu, und fiillt
die Menge z; Kaffee in den Kaffeefilter. Dies sieht entsetzt Studi 2 und sagt:
,willst Du, dass wir alle schon total wach werden?“ und nimmt die Kaffee-
menge ro < x; wieder aus dem Filter heraus. Danach kommt Studi 3 und
sagt: ,,Bin ich hier in einer Weicheier-WG gelandet?* und kippt wieder eine
Kaffeemenge z3 < x5 dazu. So geht es unendlich weiter, wobei sich Kaffeeher-
ausnehmer und Kaffeenachfiiller abwechseln. Wie kann man charakterisieren,
ob die Kaffeemenge im Filter konvergiert?

Aufgabe 9.6. Nachdem der Kaffee am Vortag fiir die Befiirworter eines
starken Kaffees zu schwach geworden ist, entwickeln sie eine neue Strategie:
Sie wollen etwas frither aufstehen, so dass am Tagesanfang und zwischen je
zwei Kaffeereduzierern immer zwei Kaffeeauffiiller zum Zuge kommen. Dabei
bleibt die interne Reihenfolge der beiden Lager als auch die hinzuzufiigende
bzw. wegzunehmende Kaffeemenge einer Person unveréindert. Konnen sie mit
dieser Strategie den Kaffee stdrker machen?
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Aufgabe 9.7. Sei z eine komplexe Zahl, z # 1. Beweise fiir n € N die

Beziehung
n+l 1

- z

E A= -
z—1

k=0

Aufgabe 9.8. Zwei Personen, A und B, sitzen in der Kneipe. A will nach
Hause gehen, aber B will noch ein Bier trinken. ,Na gut, dann trinken wir
eben noch ein Bier, das ist aber das allerletzte” sagt A. Danach mochte B
immer noch Bier, aber da das vorhergehende Bier definitiv das letzte war,
einigen sie sich auf ein allerletztes halbes Bier. Danach trinken sie noch ein
allerletztes Viertelbier, danach noch ein allerletztes Achtelbier, u.s.w. Wieviel
yallerletztes Bier® trinken sie insgesamt?

Aufgabe 9.9. Sei k > 2. Zeige, dass die Reihe
= 1

P

n=1

konvergiert.

Aufgabe 9.10.*
Zeige, dass die Reihe

oS .
Z S n
2
n=1 n

konvergiert.

Aufgabe 9.11.*

Untersuche, ob die Reihe
f: 2n+5
— 4n3 — 3n + 2

konvergiert oder divergiert.

Aufgabe 9.12. Beweise das folgende Minorantenkriterium.

Es seien Y, ay und Y- by zwei Reihen von nichtnegativen reellen Zahlen.
Die Reihe ZZ‘;O by sei divergent und es gelte a; > by, fiir alle £ € N. Dann ist
auch die Reihe Y 2 a; divergent.
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Aufgabe 9.13. Seien a,b € R, . Zeige, dass die Reihe

=1
%ak—i—b

divergiert.

Aufgabe 9.14. Zeige, dass die Reihe

divergiert.

Aufgabe 9.15. Es sei ) - a; eine konvergente Reihe mit aj, € Rx. Zeige,
dass die durch

n

Yn ‘= Z ay

k>n/2
definierte Folge eine Nullfolge ist.

9.1. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 9.16. (2 Punkte)

Sei z € C, |z| < 1. Bestimme und beweise eine Formel fiir die Reihe

[e.o]

D (=R

k=0

Aufgabe 9.17. (3 Punkte)
Es sei g € N, g > 2. Eine Ziffernfolge, die durch
z€{0,1,...,9g—1}firi e Z,i <k,
(wobei k € N ist) gegeben ist, definiert eine reelle Reihe'!
Z zig" .
i—k

Zeige, dass eine solche Reihe gegen eine eindeutig bestimmte nichtnegative
reelle Zahl konvergiert.

HHier 15uft also der Index in die umgekehrte Richtung.
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Aufgabe 9.18. (4 Punkte)
Zeige, dass die Reihe

[\

K
B

i
o

konvergiert.

Aufgabe 9.19. (4 Punkte)

Die Situation im Schildkroten-Paradoxon von Zenon von Elea ist folgender-
maflen: Eine langsame Schildkrote (mit der Kriechgeschwindigkeit v > 0)
hat einen Vorsprung s > 0 gegeniiber dem schnelleren Achilles (mit der Ge-
schwindigkeit w > v und dem Startpunkt 0). Sie starten gleichzeitig. Achilles
kann die Schildkréte nicht einholen: Wenn er beim Ausgangspunkt der Schild-
krote sg = s ankommt, so ist die Schildkréte nicht mehr dort, sondern ein
Stiick weiter, sagen wir an der Stelle s; > sq. Wenn Achilles an der Stelle s,
ankommt, so ist die Schildkréte wieder ein Stiick weiter, an der Stelle so > s1,
U.S.W.

Berechne die Folgenglieder s,,, die zugehorigen Zeitpunkte t,, sowie die je-
weiligen Grenzwerte. Vergleiche diese Grenzwerte mit den direkt berechneten
Uberholungsdaten.

10. VORLESUNG - ABZAHLBARKEIT

10.1. Méachtigkeiten.

Zwei Kinder, die noch nicht zédhlen konnen, sitzen im Sandkasten und wollen
wissen, wer von ihnen mehr Buddelsachen dabei hat. Sie 16sen das Problem,
indem beide gleichzeitig je eine Sache aus ihrem Besitz aus dem Sandkasten
hinauswerfen, und dies so lange wiederholen, bis ein Kind keine Sachen mehr
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im Sandkasten hat. Wenn das andere Kind noch Sachen iibrig hat, so hat
dieses insgesamt mehr Buddelsachen, anderfalls haben sie gleichviel. Dies ist
die Grundidee fiir den Begriff der gleichméchtigen Menge.

Definition 10.1. Zwei Mengen L und M heiflen gleichmdchtig, wenn es eine
bijektive Abbildung

p: L—M
gibt.

Lemma 10.2. Es seien M und N zwei Mengen. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent.

(1) N st leer oder es gibt eine surjektive Abbildung
p: M — N.
(2) Es gibt eine injektive Abbildung
b: N —s M.
Beweis. (1) = (2). Wenn N leer ist, so kann man die leere Abbildung () — M
nehmen. Sei also N # () und sei
p: M — N

surjektiv. Zu jedem y € N gibt es ein z € M mit p(z) = y. Wir wihlen fiir
jedes y ein solches x, aus und definieren ¢ durch

v N — M, y— (y) = x,.

Wegen ¢(¢(y)) =y ist ¢ injektiv.
(2) = (1). Sei nun eine injektive Abbildung
v: N— M

gegeben. Diese induziert eine Bijektion zwischen N und dem Bild von v, sei
f: N — bildvy diese Abbildung. Wenn N leer ist, so sind wir fertig. Sei also
N # () und sei ¢ € N ein fixiertes Element. Wir definieren

p: M — N
durch
0~(x), falls x € bild,
p(x) :{ @) v

c sonst .

Diese Abbildung ist wegen ¢(0(y)) = y surjektiv. O
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10.2. Endliche Mengen.

Definition 10.3. Eine Menge M heifit endlich mit m Elementen, wenn es
eine Bijektion

{1,...,m} — M
gibt.
Die natiirliche Zahl m ist dabei nach Aufgabe 2.5 eindeutig bestimmt und

heifit die Anzahl (oder die Kardinalitit) der Menge. Sie wird mit #(M) oder
mit |M| bezeichnet. Die bijektive Abbildung

{1,....m} — M

kann man eine Nummerierung der Menge M nennen. Eine Menge besitzt also
n Elemente, wenn man sie mit den natiirlichen Zahlen von 1 bis n durchnum-
merieren kann. Zwei endliche Mengen M und N, fiir die es eine Bijektion

M — N

gibt, besitzen die gleiche Anzahl. Dies beruht einfach darauf, dass diese Bi-
jektion verkniipft mit der bijektiven Nummerierung wieder eine Bijektion ist.
Eine Menge, die nicht endlich ist, fiir die es also keine Bijektion mit {1,...,n}
fiir kein n gibt, heifit unendlich.

Lemma 10.4. Es ser M eine endliche Menge mit m Elementen und N eine
endliche Menge mit n Elementen. Es sei m > n. Dann gibt es keine injektive

Abbildung
M — N.

Beweis. Wir nehmen an, dass es eine injektive Abbildung

p: M — N
gibt. Es sei T' = (M) C N das Bild von M unter der Abbildung ¢. Dann
ergibt sich eine Bijektion

o: M — T,
da sich die Injektivitit iibertrdgt und da eine Abbildung immer surjektiv
auf ihr Bild ist. Daher haben M und T gleich viele Elemente. Nach Aufgabe

11.1 ist die Anzahl einer Teilmenge stets kleiner oder gleich der Anzahl der
Menge. Also ist m < n im Widerspruch zur Voraussetzung. U
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Die vorstehende Aussage heifit Schubfachprinzip (oder Taubenschlagprinzip).
Es besagt, dass wenn man m Tauben auf n Plédtze verteilt mit m > n, dass
dann in mindestens einem Platz mindestens zwei Tauben landen.

Lemma 10.5. Seien M und N endliche Mengen mit n Elementen. Dann
sind fir eine Abbildung
F: M — N

die Begriffe injektiv, surjektiv und bijektiv dquivalent.
Beweis. Siehe Aufgabe 11.3. |

10.3. Abziahlbare Mengen.

Durch den Méachtigkeitsbegriff wird eine Hierarchie auch in die Welt der un-
endlichen Mengen gebracht. Die zu den natiirlichen Zahlen gleichméchtigen
Mengen sind die ,,kleinsten“ unendlichen Mengen. Dies sind die sogenannten
,abzahlbar unendlichen“ Mengen.

Definition 10.6. Eine Menge M heifit abzdhlbar, wenn sie leer ist oder wenn
es eine surjektive Abbildung

p: N— M
gibt.

Nicht abzéhlbare Mengen nennt man im Allgemeinen berabzdhlbar. Auf-
grund von Lemma 10.2 ist die Abzéhlbarkeit von M gleichbedeutend damit,
dass es eine injektive Abbildung M — N gibt. Beim Nachweis der Abzihl-
barkeit arbeitet man aber meistens mit der oben angegebenen Definition.

Endliche Mengen sind natiirlich abzahlbar. Die natiirlichen Zahlen sind ab-
zéhlbar unendlich.

Definition 10.7. Eine Menge M heifit abzdihlbar unendlich, wenn sie abzéhl-
bar, aber nicht endlich ist.

Lemma 10.8. Fine Menge M ist genau dann abzdhlbar unendlich, wenn es
eine Bijektion zwischen N und M gibt.
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Beweis. Es sei
p: N— M
eine surjektive Abbildung. Wir definieren induktiv eine streng wachsende
Abbildung
Yv: N— N
derart, dass ¢ o ¢ bijektiv ist. Wir setzen ¢(0) = 0 und konstruieren

induktiv tiber die Eigenschaft, dass ¥(n + 1) die kleinste natiirliche Zahl k
ist, fir die p(k) nicht zu

{p((0)), 0((1)), ..., p(¢(n))}

gehort. Eine solche Zahl gibt es immer, da andernfalls M endlich wére; also
gibt es auch eine kleinste solche Zahl. Nach Konstruktion ist ¢ (n+1) > 9 (n),
d.h. 9 ist streng wachsend. Da jedes n € N die Eigenschaft

p((n+1)) € {e((0), e(¥ 1)), ..., (¥ (n))}

erfiillt, ist die Gesamtabbildung ¢ o v injektiv. Zum Nachweis der Surjek-
tivitdt sei m € M. Wegen der Surjektivitit von ¢ ist die Faser (also die
Urbildmenge zu diesem Element) ¢~*(m) nicht leer und daher gibt es auch
ein kleinstes Element a € N mit ¢(a) = m. Da v streng wachsend ist, gibt es
nur endlich viele Zahlen i € {0,1,...,n} mit ¢ (i) < a. Daherist ¥(n+1) = a
und p((n+1)) = p(a) = m. O

D.h. insbesondere, dass alle abzdhlbar unendlichen Mengen gleichméchtig
sind.

Lemma 10.9. Seien My und My abzihlbare Mengen. Dann ist auch die Pro-
duktmenge My x My abzihlbar. Insbesondere ist das Produkt N xN abzdahlbar.

Beweis. Wir beweisen zuerst den Zusatz. Die Abbildung
NxN-—N, (k,0) — 2¥20 + 1),

ist injektiv, da fiir jede positive natiirliche Zahl n die Zweierpotenz 2, die sie
teilt, und der ungerade komplementére Teiler eindeutig bestimmt sind (das
Bild der Abbildung ist N ). Daher ist die Produktmenge nach Lemma 10.2
abzahlbar. Fiir den allgemeinen Fall seien abzdhlbare Mengen M; und M,
gegeben. Wenn eine davon leer ist, so ist auch die Produktmenge leer und
somit abzdhlbar. Seien also M; und Mj nicht leer und seien ¢ : N — M,
und ¢y : N — M, zwei surjektive Abbildungen. Dann ist auch die Produk-
tabbildung
=1 X ps: NXN— M; x M,
surjektiv. Nach der Voriiberlegung gibt es eine surjektive Abbildung
N —NXxN,

so dass es insgesamt eine surjektive Abbildung N — M; x M, gibt. U
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Lemma 10.10. Es sei I eine abzihlbare Indexmenge und zu jedem i € [
sei M; eine abzihlbare Menge. Dann ist auch die (disjunkte) Vereinigung'?
Uies M; abzihlbar.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass sdmtliche M; nicht leer sind. Es gibt
dann surjektive Abbildungen
v;i: N— M,.
Daraus konstruieren wir die Abbildung
e: I xN— UMZ-, (i,n) — @i(n),
iel
die offensichtlich surjektiv ist. Nach Lemma 10.9 ist die Produktmenge I x N

abzéhlbar, also gilt das auch fiir das Bild unter ¢, und dieses ist die Vereini-
gung. U

Wir ziehen einige wichtige Konsequenzen iiber die Abzahlbarkeit von Zahl-
bereichen. Man beachte, dass die natiirlichen Inklusionen N C Z C Q nicht
bijektiv sind. Die Bijektionen, die es zwischen N einerseits und Z bzw. Q
andererseits aufgrund der folgenden Aussagen gibt, respektieren nicht die
Rechenoperationen.

Lemma 10.11. Die Menge der ganzen Zahlen ist abzdihlbar.

Beweis. Siehe Aufgabe 11.4. O

/1 1/2-1/3 1/4-1/5 1/6-1/7

N
N
N

4 4
21 2/2 23 204 2/5 2/6 2/7

A
3i1 3/2° 3/3 3/4 3/5 3/6 3/7

NN
NN
RAN
AR
NON

4/1 4/2 4/3 4/4 4/5 4/6 4/7
Sil 5/2 5/3 5/4 5/5 5/6 5/7 :
6/1 6/2 6/3 6/4 6/5 6/6 6/7 |

NN N
N NN
NN

N

Til 72 7/3 7/4 7/5 76 T7/7
/!
&/1 8/2 8/3 8/4 8/5 8/6 8/7

Die Abzéhlbarkeit der positiven rationalen Zahlen.

PWenn die M; Teilmengen einer festen Obermenge sind, so ist die Vereinigung in dieser
Menge zu nehmen und im Allgemeinen nicht disjunkt. Wenn es sich um Mengen handelt,
die nichts miteinander zu tum haben, so ist mit Vereinigung die disjunkte Vereinigung
gemeint,.
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Satz 10.12. Die Menge der rationalen Zahlen ist abzdihlbar.

Beweis. Siehe Aufgabe 11.5. O

10.4. Die Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen.

Satz 10.13. Die Menge der reellen Zahlen R ist nicht abzdhlbar.

Beweis. Nehmen wir an, die Menge der reellen Zahlen sei abzéhlbar, dann
ist insbesondere auch das Einheitsintervall [0, 1] abzidhlbar. Sei also

¥: Ny — [0, 1]

eine surjektive Abbildung. Wir betrachten die reellen Zahlen als Ziffernfolgen
im Dreiersystem: Jede reelle Zahl r € [0, 1] besitzt eine eindeutig bestimmte
Darstellung als Reihe

r= 2(r)37",
k=1
wobei die k-te Nachkommaziffer z(r) € {0,1,2} ist und wobei nicht fast
alle (das bedeutet alle bis auf endlich viele) Ziffern gleich 2 sind (sonst hétte

man keine Eindeutigkeit). Wir definieren nun eine reelle Zahl durch s =
Zozl bk37k mit

)0, falls (¢(k))r = 1 oder 2
"T11, falls (0(k))s =0.

Wir behaupten, dass diese Zahl s nicht in der Aufzéhlung ¢ vorkommt. Fiir
jedes k € N ist namlich ¥ (k) # s, da ¢(k) sich nach Konstruktion von s an
der k-ten Nachkommastelle unterscheidet. Also ist 1 doch nicht surjektiv.

O

Bemerkung 10.14. Ist jede iiberabzéahlbare Menge T' C R gleichméchtig zu
R? Die Kontinuumshypothese behauptet, dass dies gilt. Diese Frage beriihrt
die mengentheoretischen Grundlagen der Mathematik; es hdangt ndmlich von
der gewédhlten Mengenlehre ab, ob dies gilt oder nicht, man kann es sich also
aussuchen. Anders als beim Auswahlaxiom, ohne dessen Akzeptanz eine Viel-
zahl von mathematischen Schliissen nicht moglich wére und die Mathematik
ziemlich anders aussehen wiide, ist es fiir praktische Zwecke unerheblich,
wofiir man sich entscheidet.
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Kurt Godel bewies 1938, dass die Hinzunahme der Kontinuumshypothese zur
Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre einschliellich Auswahlaxiom (ZFC) diese
nicht widerspriichlich macht. Man kann aber nicht beweisen, dass ZFC
widerspruchsfrei ist. Auch das hat Goédel bewiesen.

Mit einem #hnlichen (Diagonal)-Argument wie im Beweis zu Satz 10.13 kann
man zeigen, dass die Potenzmenge einer Menge stets eine groflere Méachtigkeit
als die Menge besitzt.

Satz 10.15. Es sei M eine Menge und B (M) ihre Potenzmenge. Dann
besitzt P (M) eine grofsere Mdchtigkeit als M.

Beweis. Wir nehmen an, dass es eine surjektive Abbildung
F: M —B(M), x+— F(x),
gibt, und miissen dies zu einem Widerspruch fiihren. Dazu betrachten wir
T={zeM|lzgF(x)}.

Da dies eine Teilmenge von M ist, muss es wegen der Surjektivitit einy € M
geben mit

Fly)=T.
Es gibt nun zwei Fille, namlich y € F(y) oder y ¢ F(y). Im ersten Fall ist also
y € T, und damit, nach der Definition von T', auch y ¢ F(y), Widerspruch.
Im zweiten Fall ist, wieder aufgrund der Definition von 7', y € T', und das
ist ebenfalls ein Widerspruch. U
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10. ARBEITSBLATT

10.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 10.1. Es sei M eine endliche Menge mit m Elementen und es sei
T C M eine Teilmenge. Zeige, dass T' ebenfalls eine endliche Menge ist, und
dass fiir ihre Anzahl k£ die Abschéatzung

k<m
gilt. Zeige ferner, dass T' genau dann eine echte Teilmenge ist, wenn
k<m

ist.

Aufgabe 10.2. Es sei M eine endliche Menge mit m Elementen und es sei
M — N

eine surjektive Abbildung in eine weitere Menge N. Zeige, dass dann auch
N endlich ist, und dass fiir ihre Anzahl n die Abschétzung

n<m

gilt.

Aufgabe 10.3.*

Seien M und N endliche Mengen mit n Elementen. Zeige, dass fiir eine
Abbildung
F: M — N

die Begriffe injektiv, surjektiv und bijektiv dquivalent sind.
Aufgabe 10.4. Zeige, dass die Menge der ganzen Zahlen abzéhlbar ist.
Aufgabe 10.5. Zeige, dass die Menge der rationalen Zahlen abzédhlbar ist.

Aufgabe 10.6. Zeige, dass die Menge der irrationalen Zahlen iiberabzahlbar
ist.

Aufgabe 10.7. Nehmen wir an, dass auf der Erde abzihlbar unendlich viele
Menschen leben wiirden, und dass jeder Mensch genau einen Euro besitzt.
Finde eine ,,Umverteilungsvorschrift, die jeden Menschen zu einem Euro-
Milliardér macht.
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Aufgabe 10.8. Der Barbier von Sevilla behauptet, dass er genau diejenigen
Biirger von Sevilla rasiert, die sich nicht selbst rasieren. Weise nach, dass er
liigt.

Aufgabe 10.9. Zeige, dass die Potenzmenge einer Menge niemals abzahlbar
unendlich ist.

Aufgabe 10.10. Zeige, dass die Potenzmenge von N gleichméchtig zu R ist.

Aufgabe 10.11. Wir nennen eine reelle Zahl adressierbar, wenn es einen
endlichen Text (iiber einem fixierten endlichen Alphabet, das aus mathe-
matischen oder sonstigen Symbolen besteht) gibt, der diese Zahl eindeutig
beschreibt. Ist die Menge dieser Zahlen abzdhlbar? Was ergibt sich, wenn
man das Diagonalargument aus dem Beweis zu Satz 10.13 anwendet?

10.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 10.12. (3 Punkte)

Es sei M eine abzéhlbare Menge. Zeige, dass die Menge aller endlichen Teil-
mengen von M abzdhlbar ist.

Aufgabe 10.13. (4 Punkte)

Zeige, dass die Menge der Abbildungen von N nach N die Méchtigkeit des
Kontinuums besitzt.

Aufgabe 10.14. (4 Punkte)

Man gebe eine Folge rationaler Zahlen derart an, dass jede reelle Zahl ein
Héufungspunkt dieser Folge ist.

11. VORLESUNG - POLYNOME

Nachdem wir das Grenzwertverhalten von Folgen und Reihen fiir die beiden
Korper R und C zur Verfiigung haben, wenden wir uns in den néchsten Vor-
lesungen dem Grenzwertverhalten von Funktionen zu. Die einfachsten Funk-
tionen (abgesehen von den linearen Funktionen, die in der linearen Algebra
im Mittelpunkt stehen) sind die Polynomfunktionen.
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11.1. Der Polynomring iiber einem Korper.
Definition 11.1. Der Polynomring iiber einem Korper K besteht aus allen
Polynomen
P=ay+aX +aX*+ - +a, X"
mit a; € K, n € N, und mit komponentenweiser Addition und einer Multi-
plikation, die durch distributive Fortsetzung der Regel

X" XM= Xxntm

definiert ist.

Ein Polynom P = Y7 ja; X" = ap + ;X + -+ + a, X" ist formal gesehen
nichts anderes als das Tupel (ag, ay,...,a,), die die Koeffizienten des Poly-
noms heiflen. Der Koérper K heifit in diesem Zusammenhang der Grundkdrper
des Polynomrings. Aufgrund der komponentenweisen Definition der Addition
liegt unmittelbar eine Gruppe vor, mit dem Nullpolynom (bei dem alle Koef-
fizienten null sind) als neutralem Element. Zwei Polynome sind genau dann
gleich, wenn sie in allen ihren Koeffizienten {ibereinstimmen. Die Polynome
mit a; = 0 fiir alle ¢ > 1 heiflen konstante Polynome, man schreibt sie einfach

als ag.

Die fiir ein einfaches Tupel zunéchst ungewohnliche Schreibweise deutet in
suggestiver Weise an, wie die Multiplikation aussehen soll, das Produkt
X™ . X™ ist ndmlich durch die Addition der Exponenten gegeben. Dabei
nennt man X die Variable des Polynomrings. Fiir beliebige Polynome ergibt
sich die Multiplikation aus dieser einfachen Multiplikationsbedingung durch
distributive Fortsetzung geméafl der Vorschrift, ,,alles mit allem* zu multipli-
zieren. Die Multiplikation ist also explizit durch folgende Regel gegeben:

n m n+m k
ZaiXi . ijXj = Z e X mit ¢ = Zarbk_r :
i=0 j=0 k=0 r=0

+ ||
-’ﬁ‘x_ i |

Der Graph einer Polynomfunktion von R nach R vom Grad 5.
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In ein Polynom P € K[X]| kann man ein Element a € K einsetzen, indem
man die Variable X an jeder Stelle durch a ersetzt. Dies fithrt zu einer Ab-
bildung

K — K, a+— P(a),

die die durch das Polynom definierte Polynomfunktion heifit.

Definition 11.2. Der Grad eines von 0 verschiedenen Polynoms
P=ay+a X +aX?+ - +a,X"
mit a,, # 0 ist n.

Das Nullpolynom bekommt keinen Grad. Der Koeffizient a,,, der zum Grad
n des Polynoms gehort, heifit Leitkoeffizient des Polynoms. Der Ausdruck
a, X" heillt Leitterm.

11.2. Division mit Rest.

Satz 11.3. Sei K ein Korper und sei K[X| der Polynomring tiber K. Es sei-
en P,T € K[X] zwei Polynome mit T' # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte
Polynome Q, R € K[X] mit

P =TQ + R und mit grad (R) < grad (T") oder R =0.

Beweis. Wir beweisen die Existenzaussage durch Induktion iiber den Grad
von P. Wenn der Grad von T gréfer als der Grad von P ist, so ist ) = 0
und R = P eine Losung, so dass wir dies nicht weiter betrachten miissen.
Bei grad (P) = 0 ist nach der Vorbemerkung auch grad (T') = 0 und damit
ist (da 7" # 0 und K ein Korper ist) Q@ = P/T und R = 0 eine Losung. Sei
nun grad (P) = n und die Aussage fiir kleineren Grad schon bewiesen. Wir
schreiben P = 4, X" + -+ + a1 X + ap und T = b, X* + -+ + b X + by mit
an, by, # 0, k < n. Dann gilt mit H = Z—:X”_k die Beziehung

P = P-TH "
- OXn + (an,1 — b_nbkil)anl + P
k
+H(an—r — %bO)ank + ap g X" 4 4 ag.
k

Dieses Polynom P’ hat einen Grad kleiner als n und darauf kénnen wir die
Induktionsvoraussetzung anwenden, d.h. es gibt ' und R’ mit

P'=TQ" + R mit grad (R') < grad (T) oder R' =0.
Daraus ergibt sich insgesamt
P=P+TH=TQ+TH+R =T(Q +H)+ R,

so dass also @ = Q'+ H und R = R’ eine Losung ist. Zur Eindeutigkeit
sei P=TQ + R =TQ + R mit den angegebenen Bedingungen. Dann ist
T(Q — Q') = R — R. Da die Differenz R’ — R einen Grad kleiner als grad (T")
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besitzt, ist aufgrund der Gradeigenschaften diese Gleichung nur bei R = R’
und Q) = Q' 16sbar. O

Der Beweis des Satzes ist konstruktiv, d.h. es wird in ihm ein Verfahren be-
schrieben, mit der man die Division mit Rest berechnen kann. Dazu muss
man die Rechenoperationen des Grundkorpers beherrschen. Wir geben dazu
zwei Beispiele, eines iiber den rationalen Zahlen und eines iiber den komple-
xen Zahlen.

Beispiel 11.4. Wir fithren die Polynomdivision
P=6X"+X+1durch T =3X"+2X —4

durch. Es wir also ein Polynom vom Grad 3 durch ein Polynom vom Grad 2
dividiert, d.h. dass der Quotient und auch der Rest (maximal) vom Grad 1
sind. Im ersten Schritt iberlegt man, mit welchem Term man 7" multiplizieren
muss, damit das Produkt mit P im Leitterm iibereinstimmt. Das ist offenbar
2X. Das Produkt ist

2X (3X*+2X —4) = 6X° +4X* — 8X.
Die Differenz von P zu diesem Produkt ist
6X°+ X +1— (6X°+4X?—8X) = —4X*+9X + 1.

Mit diesem Polynom, nennen wir es P’ setzen wir die Division durch T fort.
Um Ubereinstimmung im Leitkoeffizienten zu erhalten, muss man 7" mit %4
multiplizieren. Dies ergibt

4 4 8 16
—— T = ——(3X? 42X —4) = —4X* — X + —.
3 3 (3X%+ ) 303

Die Differenz zu P’ ist somit

8 16 35 13
—4X?2 49X +1— (—4X2——X+—) X

3 3 3 3
Dies ist das Restpolynom und somit ist insgesamt
4 35 13
6X°+X+1= (3X*+2X —4) (2X—§) +§X—?

Beispiel 11.5. Wir fithren die Polynomdivision
P=A4+3)X*+X*+5idurchT = (1+i)X*+ X —3+2i

aus. Das Inverse zu 1 + ¢ ist % — %2 und daher ist

11

(4+3)1+i)t = (4+30) (5—51)
3 3
= 2+§1—2¢+§¢

\]

[\
[\]
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Daher beginnt @) mit (% — z) X und es ist

1
2
1
((1+i)X2+X—3+2i)(g—§i X
1 19 1
= (4+3z‘)X3+<;—§i)X2+<—59+77i)X.

Dies muss man nun von P abziehen und erhalt

701 19 17
P ((4—1—3@)){ +<2 21)X +< 5+ 2@)X>
5 1 19 17
= [—=+2i) X? — — —i ) X + 5i.
( 2—|—2z) +(2 22) + 5t

Auf dieses Polynom (nennen wir es P’) wird das gleiche Verfahren angewen-
det. Man berechnet

5,LN(LLY L8,
EVACEEY 2"

Daher ist der konstante Term von @) gleich —1 + %z und es ergibt sich
3 5 1 3 13
(1+4)X*+X —3+2i) (—1 + 52’) = (—5 + 5@) X%+ (—1 + §¢> X—i

Dies ziehen wir von P’ ab und erhalten

5 1 3 13 21 23
P—((——=4+=i) X2+ -1+Z0 ) X ——=i) = =-10i | X + =1
(( 2+22) +( +22) 22> (2 O@) + 22

Dies ist der Rest R, die vollstdndige Division mit Rest ist also
(4 +30) X% + X? + 5i
7 1 3
= (1+9)X*+X —3+2i0) ((———‘)X—H——i)

2 2 2
21 23
+ (7 — 102') X + ?1

11.3. Nullstellen.

Unter einer Nullstelle eines Polynoms P versteht man ein a € K mit P(a) =
0. Ein Polynom muss keine Nullstellen besitzen, ferner hangt dies vom Grund-
kérper ab. Das Polynom X? + 1 hat keine reelle Nullstelle, dagegen gibt es
die komplexen Nullstellen i und —i. Als Element in R[X] kann man X2 + 1
nicht als Produkt von einfacheren Polynomen schreiben, in C[X] hingegen
hat man die Zerlegung X2 + 1 = (X —i)(X +1).

Lemma 11.6. Sei K ein Korper und sei K[X| der Polynomring tiber K. Sei
P e K[X] ein Polynom und a € K. Dann ist a genau dann eine Nullstelle
von P, wenn P ein Vielfaches des linearen Polynoms X — a ist.
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Beweis. Wenn P ein Vielfaches von X — a ist, so kann man
P=(X—-a)Q
mit einem weiteren Polynom () schreiben. Einsetzen ergibt
P(a) = (a —a)Q(a) =0.
Im Allgemeinen gibt es aufgrund der Division mit Rest eine Darstellung
P=(X-a)Q+R,

wobei R = 0 oder aber den Grad null besitzt, also eine Konstante ist. Ein-
setzen ergibt

P(a)=R.

Wenn also P(a) = 0 ist, so muss der Rest R = 0 sein, und das bedeutet, dass
P = (X —a)Q ist. O

Korollar 11.7. Sei K ein Kérper und sei K[ X] der Polynomring tiber K.
Sei P € K[X] ein Polynom (# 0) vom Grad d. Dann besitzt P mazimal d
Nullstellen.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber d. Fiir d = 0,1
ist die Aussage offensichtlich richtig. Sei also d > 2 und die Aussage sei
fiir kleinere Grade bereits bewiesen. Sei a eine Nullstelle von P. Dann ist
P = Q(X — a) nach Lemma 11.6 und ) hat den Grad d — 1, so dass wir auf
() die Induktionsvoraussetzung anwenden kénnen. Das Polynom () hat also
maximal d — 1 Nullstellen. Fiir b € K gilt P(b) = Q(b)(b — a). Dies kann
nur dann 0 sein, wenn einer der Faktoren 0 ist, so dass eine Nullstelle von
P gleich a ist oder aber eine Nullstelle von () ist. Es gibt also maximal d
Nullstellen von P. O

Satz 11.8. Es sei K ein Korper und es seien n verschiedene Elemente
aiy...,a, € K und n Elemente by,...,b, € K gegeben. Dann gibt es ein
Polynom P € K[X]| vom Grad < n—1 derart, dass P(a;) = b; fir alle i ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 11.11. O

11.4. Rationale Funktionen.

Die nach den Polynomfunktionen einfachsten Funktionen sind die rationalen
Funktionen.

Definition 11.9. Zu zwei Polynomen P,Q € K[X], @ # 0, heifit die Funk-
tion

P(z)

Q(z)’

wobei D C K das Komplement der Nullstellen von @) ist, eine rationale
Funktion.

D—K, z+—




120

Fiir uns ist der Fall K = K =R oder = C wichtig.

1/x

Man kann Briiche P/@Q von Polynomen als Funktionen auffassen, die aulerhalb
der Nullstellen des Nenners definiert sind. Das Beispiel zeigt den Graph der
rationalen Funktion 1/X.

Der Polynomring K[X] ist ein kommutativer Ring, aber kein Kérper. Man
kann aber mit Hilfe der rationalen Funktionen einen Koérper konstruieren,
der den Polynomring enthélt, &hnlich wie man aus Z die rationalen Zahlen
Q konstruieren kann. Dazu definiert man

K(T) = {ng e K[X], Q # o} ,

wobei man wieder zwei Briiche g und % miteinander identifiziert, wenn
PQ" = P'(Q ist. Auf diese Weise entsteht der Kdrper der rationalen Funktio-
nen (iiber K).

11. ARBEITSBLATT

11.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 11.1. Berechne im Polynomring C[X] das Produkt
(4+)X2—3X +9i) - (=34 TI)X2+ (2+20)X — 1+ 6i).

Aufgabe 11.2. Berechne das Ergebnis, wenn man im Polynom
2X% —5X* —4X +7
die Variable X durch die komplexe Zahl 2 — 5i ersetzt.
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Aufgabe 11.3. Sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber K.
Es sei a € K. Zeige, dass die Einsetzungsabbildung, also die Zuordnung
Y: K[X] — K, P— P(a),
folgende Eigenschaften erfiillt (dabei seien P, Q € K[X]).
(1) (P+Q)(a) = P(a) + Q(a).

(2) (P-Q)(a) = P(a) - Q(a).
(3) 1(a) = 1.

Aufgabe 11.4. Sei K ein Korper und sei K[X]| der Polynomring iiber K.
Zeige, dass der Grad folgende Eigenschaften erfiillt.

(1) grad (P + Q) < max{grad (P), grad (Q)},
(2) grad (P - Q) = grad (P) + grad (Q).

Aufgabe 11.5. Zeige, dass in einem Polynomring iiber einem Korper K gilt:
Wenn P, € K[X] beide ungleich 0 sind, so ist auch PQ # 0.

Aufgabe 11.6. Zeige, dass die Hintereinanderschaltung (also das Einsetzen
eines Polynoms in ein weiteres) von zwei Polynomen wieder ein Polynom ist.

Aufgabe 11.7.*

Es seien die beiden komplexen Polynome
P=X%*—-2{X?4+4X —1und Q =iX —3+2i

gegeben. Berechne P(Q) (es soll also @) in P eingesetzt werden).

Aufgabe 11.8. Schreibe das Polynom
X?+2X*-3X +4
in der neuen Variablen U = X + 2.

Aufgabe 11.9. Fiihre in Q[X] die Division mit Rest ,, P durch T fiir die
beiden Polynome P = 3X* +7X?2 —2X +5und T = 2X? + 3X — 1 durch.

Aufgabe 11.10. Sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber K.
Wie lautet das Ergebnis der Division mit Rest, wenn man ein Polynom P
durch X™ teilt?
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Aufgabe 11.11. Es sei K ein Kérper und seien S, QQ € K[X] zwei Polynome
mit grad (Q)) > 1. Zeige, dass es ein n € N und eine eindeutige Darstellung

S=Ry+ RiQ+ ReQ*+ -+ R, Q"
mit Polynomen R; vom Grad < grad (@) gibt.

Aufgabe 11.12. Sei K ein Korper und sei K[X| der Polynomring iiber K.
Zeige, dass jedes Polynom P € K[X], P # 0, eine Produktzerlegung

P=(X =X\ (X = N)"™-Q

mit g; > 1 und einem nullstellenfreien Polynom () besitzt, wobei die auf-
tretenden verschiedenen Zahlen Ay, ..., Ay und die zugehorigen Exponenten
1, - - -, i bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt sind.

Aufgabe 11.13. Es sei K ein Korper und es seien n verschiedene Elemente
ai,...,a, € K und n Elemente by,...,b, € K gegeben. Zeige, dass es ein
Polynom P € K[X] vom Grad < n — 1 gibt derart, dass P(a;) = b; fiir alle ¢
ist.

Aufgabe 11.14.*

Bestimme sémtliche komplexen Nullstellen des Polynoms
X% -1

und gebe die Primfaktorzerlegung von diesem Polynom in R[X] und in C[X]
an.

Aufgabe 11.15. Zeige durch Induktion, dass es zu natiirlichen Zahlen a,n
mit a > 0 eindeutig bestimmte natiirliche Zahlen ¢, mit » < a und mit

n=aq+r
gibt.

Aufgabe 11.16. Zeige, dass es zu ganzen Zahlen a,n mit a > 0 eindeutig
bestimmte ganze Zahlen ¢,r mit 0 < r < a und mit

n=aq+r

gibt.
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Aufgabe 11.17. Es sei K[X] der Polynomring iiber einem Korper K. Zeige,
dass die Menge

{glp,@eK[X], Q%O} |

g und % genau dann als gleich gelten, wenn PQ)’ = P'Q

ist, mit einer geeigneten Addition und Multiplikation ein Korper ist.

wobel zwei Briiche

Aufgabe 11.18. Zeige, dass die Hintereinanderschaltung von zwei rationa-
len Funktionen wieder rational ist.

Aufgabe 11.19. Berechne die Hintereinanderschaltungen fog und go f der
beiden rationalen Funktionen

202 — 4 + 3 r+1
f(x)—Tundg(x)—x2_4.

In einer der Aufgaben wird folgender Begriff verwendet.

Eine reelle Zahl z heif3t algebraisch oder algebraische Zahl, wenn es ein Poly-
nom P € Q[X], P # 0, mit P(z) = 0 gibt. Andernfalls heiit sie transzendent.

Beispielsweise sind rationale Zahlen und Wurzeln aus rationalen Zahlen al-
gebraisch, dagegen sind e und 7 transzendent (das sind schwierige Sétze).

11.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 11.20. (3 Punkte)
Berechne im Polynomring C[X]| das Produkt
(A+)X> —iX? 42X +3+2)-(2—) X3+ (3—-51) X+ (24+) X + 1+ 5i).

Aufgabe 11.21. (3 Punkte)

Fiihre in C[X] die Division mit Rest ,,P durch T“ fiir die beiden Polynome
P=(G+)X +iX2+ (3—2)X —1und T = X2 +iX + 3 — i durch.

Aufgabe 11.22. (3 Punkte)
Beweise die Formel
Xitl=X+D)X" = X2 X3 — o X2 = X 4 1)

fiir u ungerade.
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Aufgabe 11.23. (3 Punkte)

Es sei K ein angeordneter Korper und R = K[X] der Polynomring iiber K.
Sei
P = {F € K[X]|Der Leitkoeffizient von F ist positiv} .

Zeige, dass P die drei folgenden Eigenschaften besitzt

(1) Entweder F' € P oder —F € P oder I’ = 0.
(2) Aus F,G € P folgt F+G € P.
(3) Aus F,G € P folgt F -G € P.

Aufgabe 11.24. (6 Punkte)
Es sei K ein angeordneter Korper, K[X] der Polynomring und
Q = K(X)
der Korper der rationalen Funktionen iiber K. Zeige unter Verwendung von

Aufgabe 11.23, dass man ) zu einem angeordneten Korper machen kann,
der nicht archimedisch angeordnet ist.

Aufgabe 11.25. (3 Punkte)

Zeige, dass die Menge der Polynome in einer Variablen mit rationalen Koef-
fizienten abzéhlbar ist.

Aufgabe 11.26. (3 Punkte)

Zeige, dass die Menge der reellen transzendenten Zahlen iiberabzahlbar ist.

12. VORLESUNG - STETIGKEIT

12.1. Stetige Funktionen.

Den Abstand zwischen zwei reellen (oder komplexen) Zahlen x und 2z’ be-
zeichnen wir mit d(x,2’) == |z — /.

Bei einer Funktion
fR—R

kann man sich fragen, inwiefern der Abstand in der Wertemenge durch den
Abstand in der Definitionsmenge kontrollierbar ist. Sei z € R und y = f(x)
der Bildpunkt. Man mdochte, dass fiir Punkte 2/, die ,,nahe“ an x sind, auch
die Bildpunkte f(z') ,nahe“ an f(x) sind. Schon lineare Funktionen mit un-
terschiedlicher Steigung zeigen, dass die ,,Ndhe® im Bildbereich nicht mit der
,Néahe“ im Definitionsbereich direkt verglichen weden kann. Die Zielsetzung
ist vielmehr, dass es zu einer gewiinschten Genauigkeit im Bildbereich iiber-
haupt eine Ausgangsgenauigkeit gefunden werden kann, die sichert, dass die
Funktionswerte innerhalb der gewiinschten Genauigkeit beieinander liegen.
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Um diese intuitive Vorstellung zu prézisieren, sei ein € > 0 vorgegeben. Dieses
€ reprasentiert eine ,,gewiinschte Zielgenauigkeit“. Die Frage ist dann, ob man
ein § > 0 finden kann (eine , Startgenauigkeit) mit der Eigenschaft, dass fiir
alle 2’ mit d(z,2’) < § die Beziehung d(f(x), f(z')) < e gilt. Dies fiihrt
zum Begriff der stetigen Abbildung, den wir parallel fiir die reellen und die
komplexen Zahlen entwickeln. Wir verwenden fiir R und C das gemeinsames
Symbol K und wir betrachten Funktionen

p: T — K,

wobei T' C K eine Teilmenge ist. Wegen R C C konnte man sich auf
K = C beschrinken. Allerdings ist die reelle Situation etwas suggestiver
und viele komplexe Fragestellungen lassen sich einfach auf den reellen Fall
zuriickfiihren, so dass es durchaus erlaubt ist, sich zunédchst auf K = R zu
beschrénken.

Definition 12.1. Es sei 7' C K eine Teilmenge,
f: T—K

eine Funktion und x € T. Man sagt, dass f stetig im Punkt x ist, wenn es
zu jedem € > 0 ein 0 > 0 derart gibt, dass fiir alle 2’ mit d(z,2’) < § die
Abschitzung d(f(x), f(z')) < € gilt. Man sagt, dass f stetig ist, wenn sie in
jedem Punkt x € T stetig ist.

Bei T sollte man an den Definitionsbereich der Funktion denken. Typische
Situationen sind, dass T ganz K ist, oder ein reelles Intervall, oder R oh-
ne endlich viele Punkte und Ahnliches. Statt mit den nichnegativen reellen
Zahlen € und ¢ kann man genauso gut mit Stammbriichen % und % arbeiten.

Beispiel 12.2. Eine konstante Funktion
K—K, z+—c,

ist stetig. Zu jedem vorgegeben e kann man hier ein beliebiges § wihlen, da
ja ohnehin

d(f(z), f(2") = d(c,c) =0 < ¢
gilt.
Die Identitét

K—K, 2+ 2z,

ist ebenfalls stetig. Zu jedem vorgegebenen € und kann man hier § = € wéhlen,
was zu der Tautologie fithrt: Wenn d(x,2") < § = ¢, so ist

d(f(x), f(z)) = d(z,2) < e
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0.5

Beispiel 12.3. Wir betrachten die Funktion
T R—R

0 falls x < 0,
fle) = {1 falls x > 0.

Diese Funktion ist im Nullpunkt 0 nicht stetig. Fiir e = % und jedes beliebige
positive ¢ gibt es ndmlich negative Zahlen 2’ mit d(0,2’) = |2/| < ¢. Fur
diese ist aber d(f(0), f(2')) = d(1,0) = 1 £ 1.

Nicht jede stetige Funktion kann man zeichnen, auch nicht nach beliebiger
VergroBlerung. Gezeigt wird eine Approximation einer Weierstraf3-Funktion, die
stetig ist, aber nirgendwo differenzierbar. Bei einer stetigen Funktion kann man

zwar die Grofle der Schwankungen im Bildbereich durch Einschrénkungen im
Definitionsbereich kontrollieren, die Anzahl der Schwankungen (die Anzahl der
Richtungswechsel des Graphen) kann man aber nicht kontrollieren.

Die folgende Aussage bringt die Stetigkeit mit konvergenten Folgen in Ver-
bindung.
Lemma 12.4. Es sei T' C K eine Teilmenge,
f: T —K
eine Funktion und x € T. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) f ist stetig im Punkt x.
(2) Fiir jede konvergente Folge (xy,),, oy T mit lim, o ©, = x ist auch

die Bildfolge (f(xn)),cn konvergent mit dem Grenzwert f(x).
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Beweis. Sei (1) erfiillt und sei (x,),,.y €ine Folge in T', die gegen x konvergiert.
Wir miissen zeigen, dass lim,, . f(z,) = f(x) ist. Dazu sei € > 0 gegeben.
Wegen (1) gibt es ein 6 mit der angegebenen Eigenschaft und wegen der
Konvergenz von (z,),.y gegen x gibt es eine natiirliche Zahl ng derart, dass
fiir alle n > ng gilt
d(xn,x) < 4.
Nach der Wahl von ¢ ist dann
d(f(xy,), f(x)) < e fir alle n > ng,

so dass die Bildfolge gegen f(z) konvergiert. Sei (2) erfiillt. Wir nehmen an,
dass f nicht stetig ist. Dann gibt es ein € > 0 derart, dass es fiir alle 6 > 0
Elemente z € T gibt, deren Abstand zu  maximal gleich ¢ ist, deren Wert
f(2) unter der Abbildung aber zu f(x) einen Abstand besitzt, der grofer als
€ ist. Dies gilt dann insbesondere fiir die Stammbriiche § = 1/n, n € N. D.h.
fiir jede natiirliche Zahl gibt es ein x,, € T' mit

d(xp,,x) < % und mit d(f(z,), f(z)) > €.

Diese so konstruierte Folge (z,,), .y konvergiert gegen x, aber die Bildfolge
konvergiert nicht gegen f(x), da der Abstand der Bildfolgenglieder zu f(x)
zumindest € ist. Dies ist ein Widerspruch zu (2). O

12.2. Rechenregeln fiir stetige Funktionen.

Lemma 12.5. Es seien S C K und T' C K Teilmengen und
f: §—K
und
g:T'— K
Funktionen mit f(S) C T. Dann gelten folgende Aussagen.
(1) Wenn f inx € S und g in f(z) stetig ist, so ist auch die Hinterein-

anderschaltung g o f in x stetig.
(2) Wenn f und g stetig sind, so ist auch g o fstetig.

Beweis. Die Aussage (1) ergibt sich direkt aus der Folgencharakterisierung
der Stetigkeit. Daraus folgt auch (2). O

Lemma 12.6. Es sei T C K und seien
f,g: T — K
stetige Funktionen. Dann sind auch die Funktionen
f+g9: T—K x+— f(z)+ g(x),
f=9: T —K z— f(z) —g(x),
fr9: T —K z— f(z)g(2),
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stetig. Fir eine Teilmenge U C T, auf der g keine Nullstelle besitzt, ist auch
die Funktion

flg: U—K, z— f(z)/g(),
stetig.

Beweis. Dies ergibt sich aus der Folgencharakterisierung der Stetigkeit und
Satz 8.10. O

Korollar 12.7. Polynomfunktionen
P: K— K, z+— P(x),
sind stetig.
Beweis. Aufgrund von Beispiel 12.2 und Lemma 12.6 sind fiir jedes n € N

die Potenzen
K— K, x+— 2",

stetig. Daher sind auch fiir jedes a € K die Funktionen
K— K, x — az",
stetig und wiederum aufgrund von Lemma 12.6 sind auch alle Funktionen
K — K, 2 — @,z + ap12™ L+ - 4+ a1 + ao,

stetig. ]

rrrrrrrr

Rationale Funktionen sind auf ihrer Definitionsmenge stetig.
Korollar 12.8. Es seien P,Q € K[X] zwei Polynome und es sei U :=
{z € K| Q(z) # 0}. Dann ist die rationale Funktion

P
U—K, z+— ﬁ

Q(x)’
stetig.

Beweis. Dies folgt aus Korollar 12.7 und Lemma 12.6. U
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12.3. Grenzwerte von Funktionen.

Eng verwandt mit dem Stetigkeitsbegriff ist der Begriff des Grenzwertes einer
Funktion.

Definition 12.9. Es sei T' C K eine Teilmenge und sei a € K ein Punkt. Es
sei

f: T —K

eine Funktion. Dann heiit b € K Grenzwert (oder Limes) von f in a, wenn fiir
jede Folge (z,,),,o in T, die gegen a konvergiert, auch die Bildfolge (f(zy))
gegen b konvergiert. In diesem Fall schreibt man

lim, ,, f(x)="b.

neN

Dieser Begriff ist eigentlich nur dann sinnvoll, wenn es iiberhaupt Folgen in T’
gibt, die gegen a konvergieren. Dann heif3t a ein Berthrpunkt von T'. In die-
sem Fall ist der Grenzwert, wenn er existiert, eindeutig bestimmt (andernfalls
ist jeder Punkt ein Grenzwert).

Eine typische Situation ist die folgende: Es sei I ein reelles Intervall, a € [
sei ein Punkt darin und es sei T'= I'\ {a}. Die Funktion sei auf 7', aber nicht
im Punkt a definiert, und es geht um die Frage, inwiefern man f zu einer
sinnvollen Funktion f auf ganz I fortsetzen kann. Dabei soll f (a) durch f
bestimmt sein. In Zusammenhang mit differenzierbaren Funktionen werden
wir zu einer Funktion g im Punkt a die Steigung der Sekanten untersuchen,
die durch (a, g(a)) und (z,g(x)), v # a, festgelegt sind. Diese Steigung ist
durch f(z) = % gegeben, wobei dieser Ausdruck fiir z = a nicht defi-
niert ist. Der Grenzwert davon fiir x — a ist, falls er existiert, die Steigung
der Tangente.

Lemma 12.10. Es ser T' C K eine Teilmenge und sei a € K ein Punkt.
Fs seien f: T — K und g: T — K Funktionen derart, dass die Grenzwerte
lim, , f(x) und lim,_,, g(z) existieren. Dann gelten folgende Beziehungen.

(1) Die Summe f + g besitzt einen Grenzwert in a, und zwar ist
lim, . (f(x) 4+ g(z)) = lim,_, f(z) + lim,_,, g(x).
(2) Das Produkt f - g besitzt einen Grenzwert in a, und zwar ist
limg o (f(2) - g(2)) = limsosa f() - limgq g(2) -
(3) Es sei g(x) # 0 fir alle x € T und lim,_,, g(z) # 0. Dann besitzt der
Quotient f/g einen Grenzwert in a, und zwar ist
f(@) _limg, f(2)
g(x)  limgye g(2)

lim,_,q

Beweis. Dies ergibt sich direkt aus Satz 8.10. U
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Beispiel 12.11. Wir betrachten den Limes

. vVe+4-—2
lim; .o ———,
T

wobei z € R\ {0}, z > —4, ist. Fiir x = 0 ist der Ausdruck nicht definiert,
und aus dem Ausdruck ist nicht direkt ablesbar, ob der Grenzwert existiert
und welchen Wert er annimmt. Man kann den Ausdruck aber mit v/x + 442
erweitern, und erhélt dann

ve+4-2  (Vz+4-2)(Vr+4+2)

x r(vVr+4+2)
r+4—-4

t(Vo+id+2)
x(\/x1+ 4+2)
Vr+4+2

Aufgrund der Rechenregeln fiir Grenzwerte kénnen wir den Grenzwert von
Zahler und Nenner ausrechnen, und es ergibt sich insgesamt 1/4.

Lemma 12.12. Es ser T' C K eine Teilmenge und sei a € K ein Punkt.
FEs sei f: T — K eine Funktion und b € K. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.
(1) Es ist
lim, ,, f(z)=0.

(2) Fir jedes € > 0 gibt es ein 6 > 0 derart, dass fir alle x € T mit
d(xz,a) <6 die Abschitzung d(f(x),b) < € folgt.

Beweis. Siehe Aufgabe 12.14. O
Korollar 12.13. Es sei S CK,ae€ S undT = S\ {a}. Essei f: S —- K

eine Funktion. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(1) Die Funktion f ist stetig in a.
(2) Es ist
limger f(x) = f(a).

Beweis. Dies ergibt sich direkt aus Lemma 12.12 oder aus dem Folgenkrite-
rium. U

Fiir eine stetige Funktion f: 7" — K folgt daraus, dass sie sich zu einer
stetigen Funktion f: T'U {a} — K (durch f(a) = b) genau dann fortsetzen
lasst, wenn der Limes von f in a gleich b ist.
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12. ARBEITSBLATT

12.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 12.1. Zeige, dass eine lineare Funktion
R— R, z — ax,

stetig ist.

Aufgabe 12.2. Zeige, dass die Funktion
R— R, 2+ 2|,

stetig ist.

Aufgabe 12.3. Zeige, dass die Funktion
RZO — Rzo, r+— \/E,
stetig ist.
Die folgende Aufgabe verwendet die reelle Sinusfunktion, die wir spater

einfithren werden. Im Moment muss man nur wissen, dass sie stetig und
periodisch ist und dass sich ihre Werte zwischen —1 und 1 bewegen.

Aufgabe 12.4. Zeige, dass die durch
x-sin L firx #0),
o=l
sonst ,

definierte Funktion
fTR—R

stetig ist. Ist der Graph dieser Funktion ,zeichenbar“?

Aufgabe 12.5. Sei T' C R eine Teilmenge und sei
f:T—R

eine stetige Funktion. Es sei x € T ein Punkt mit f(x) > 0. Zeige, dass dann
auch f(y) > 0 fiir alle y aus einem nichtleeren offenen Intervall |z — a,z + a|
gilt.
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Aufgabe 12.6. Es seien a < b < ¢ reelle Zahlen und es seien
g: la,b] — R

und
h: [b,c] — R

stetige Funktionen mit g(b) = h(b). Zeige, dass dann die Funktion
f:la, —R

mit

f(t) =g(t) fir t <bund f(t) = h(t) fir ¢t > b
ebenfalls stetig ist.

Aufgabe 12.7. Bestimme, fiir welche Punkte 2 € R die durch

1 firx < -1
fle)=qa?fir —1<z<?2
—2x + 7 fir x > 2

definierte Funktion stetig ist.

Aufgabe 12.8.*
Zeige, dass die Funktion

fi R—R
mit

f(x) = {x, falls z € Q,

0, sonst,

nur im Nullpunkt 0 stetig ist.

Aufgabe 12.9. Es sei T' C R eine endliche Teilmenge und
f:T—R

eine Funktion. Zeige, dass f stetig ist.

Aufgabe 12.10. Berechne den Grenzwert der Folge

om+1\° om+1\? om + 1
s (M) (M) w2 (M)
n mn n

fiir n — oo.
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Aufgabe 12.11. Es sei (2,),,oy eine reelle Folge und = € R. Es sei

1
T:{—|n€N+}U{O}§R.
n
Die Funktion
f:T—R
sei durch

n

f (1) =z, und £(0) =z

festgelegt. Zeige, dass f genau dann stetig ist, wenn die Folge gegen x kon-
vergiert.
Die néchsten beiden Aufgaben verwenden folgende Definition.
Es seien L und M Mengen und es sei
fir L—M

eine Abbildung. Zu einer Teilmenge S C L heifit die Abbildung

S — M, x— f(x),
die Einschrdinkung der Abbildung auf die Teilmenge S.

Die Einschriankung wird mit f|g bezeichnet.

Aufgabe 12.12. Es seien S C T C K Teilmengen. Zeige, dass zu einer
stetigen Funktion
f+T—K

auch die Einschrankung f|s stetig ist.

Aufgabe 12.13. Man gebe ein Beispiel fiir eine streng wachsende Funktion
f:[0,1] —R,

derart, dass es keine (endliche) Zerlegung 0 = ap < a3 < -+ < a1 < a, =1
des Intervalls [0, 1] gibt, so dass die Einschréankungen f|j,, , 4, stetig sind.

Aufgabe 12.14. Es sei T' C K eine Teilmenge und sei a € K ein Punkt.
Es sei f: T'— K eine Funktion und b € K. Zeige, dass folgende Aussagen
dquivalent sind.

(1) Esist
lim, ,, f(x)=0.

(2) Fiir jedes € > 0 gibt es ein 6 > 0 derart, dass fir alle x € T mit
d(x,a) <6 die Abschitzung d(f(x),b) < e folgt.
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Aufgabe 12.15. Bestimme den Grenzwert der rationalen Funktion

22° + 322 — 1
w3 —a?+x+3

im Punkt a = —1.

Aufgabe 12.16. Es sei
fAR—R

eine Funktion und a € R. Definiere die Begriffe ,linksseitiger und ,,rechts-
seitiger Grenzwert® von f in a sowie den Begriff , Sprungstelle®.

12.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 12.17. (3 Punkte)

Bestimme den Grenzwert der durch
b, = 2a; — 6a’ + a? — 5a, + 3,
definierten Folge, wobei

3n3 —b5n? +7

n = An3 +2n —1

ist.

Aufgabe 12.18. (3 Punkte)
Zeige, dass die Funktion f: R — R mit

fla) = {1, falls z € Q,

0 sonst,

in keinem Punkt = € R stetig ist.

Aufgabe 12.19. (3 Punkte)
Entscheide, ob die Folge

- fayn-3
ap = 3\/_—_2

konvergiert, und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.
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Die néchste Aufgabe verwendet den Begriff der geraden und der ungeraden
Funktion.

Eine Funktion

fTR—R
heifit gerade, wenn fiir alle x € R die Gleichheit
f(x) = f(—=)
gilt.
Eine Funktion
T R—R
heifit ungerade, wenn fiir alle x € R die Gleichheit
fl@) =—f(=x)

gilt.

Aufgabe 12.20. (4 Punkte)

Zeige, dass man jede stetige Funktion
fT R—R

als
f=g9+h

mit einer stetigen geraden Funktion g und einer stetigen ungeraden Funktion
h schreiben kann.

Aufgabe 12.21. (7 Punkte)

Zeige, dass die Menge der stetigen Funktionen
fiR—R
mit f(Q) C Q iiberabzdhlbar ist.

13. VORLESUNG - ZWISCHENWERTSATZ

13.1. Der Zwischenwertsatz.

Wir interessieren uns dafiir, was unter einer stetigen Abbildung f: R — R
mit einem Intervall passiert. Der Zwischenwertsatz besagt, dass das Bild
wieder ein Intervall ist.
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Satz 13.1. Seien a < b reelle Zahlen und sei f: [a,b] — R eine stetige
Funktion. Es sei u € R eine reelle Zahl zwischen f(a) und f(b). Dann gibt
es ein ¢ € [a,b] mit f(c) = u.

Beweis. Wir beschrianken uns auf die Situation f(a) < u < f(b) und zeigen
die Existenz von einem solchen ¢ mit Hilfe einer Intervallhalbierung. Dazu
setzt man ag := a und by := b, betrachtet die Intervallmitte cq := % und
berechnet

f(co) -

Bei f(co) < u setzt man

ay := ¢p und by := by
und bei f(cy) > u setzt man

ay :=ap und by :=cg.

In jedem Fall hat das neue Intervall [aq, b;] die halbe Lénge des Ausgangs-
intervalls und liegt in diesem. Da es wieder die Voraussetzung f(a;) < u <
f(by) erfiillt, kénnen wir darauf das gleiche Verfahren anwenden und gelan-
gen so rekursiv zu einer Intervallschachtelung. Sei ¢ die durch diese Inter-
vallschachtelung definierte reelle Zahl. Fiir die unteren Intervallgrenzen gilt
f(a,) < u und das iibertriagt sich wegen der Stetigkeit nach dem Folgenkri-
terium auf den Grenzwert ¢, also f(c) < u. Fiir die oberen Intervallgrenzen
gilt f(b,) > w und das iibertréigt sich ebenfalls auf ¢, also f(c) > u. Also ist
f(c) =u. O

Die in diesem Beweis beschriebene Methode ist konstruktiv und kann zu
einem expliziten Verfahren ausgebaut werden.

Korollar 13.2. Seien a < b reelle Zahlen und sei f: [a,b] — R eine stetige
Funktion mit f(a) <0 und f(b) > 0. Dann gibt es ein x € R mita < x <b
und mit f(x) =0, d.h. f besitzt eine Nullstelle zwischen a und b.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 13.1. U
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Beispiel 13.3. Die Abbildung
f: Q—Q,z+— 2?2,
ist stetig, sie geniigt aber nicht dem Zwischenwertsatz. Fiir x = 0 ist f(0) =

—2 < 0 und fir x = 2ist f(2) =2 > 0, es gibt aber kein x € Q mit f(z) = 0,
da dafiir 22 = 2 sein muss, wofiir es in Q keine Losung gibt.

Mit der im Beweis des Zwischenwertsatzes verwendeten Intervallhalbierungs-
methode kann man insbesondere auch Quadratwurzeln ,,ausrechnen®, also
Folgen angeben, die gegen die Quadratwurzel konvergieren. Die Konvergenz-
geschwindigkeit beim babylonischen Wurzelziehen ist aber deutlich hoher.

Korollar 13.4. Es sei I ein reelles Intervall und f: I — R eine stetige
Funktion. Dann ist auch das Bild f(I) ein Intervall.

Beweis. Sei J = f(I). Aus dem Zwischenwertsatz folgt sofort, dass wenn
y,z € J sind und v € R mit y < u < z gegeben ist, auch v € J sein muss.
Nach Aufgabe 6.10 ist J ein Intervall. O

13.2. Stetige bijektive Funktionen und ihre Umkehrfunktion.

Fiir eine bijektive stetige Funktion auf einem reellen Intervall ist die Um-
kehrabbildung wieder stetig. Dies ist keineswegs selbstversténdlich.

Satz 13.5. Es sei I C R ein Intervall und
f: I —R
eine stetige, streng wachsende Funktion. Dann ist das Bild J = f(I) =
{f(z)|z € I} ebenfalls ein Intervall, und die Umkehrabbildung
g —iI
st ebenfalls stetig.

Beweis. Dass das Bild wieder ein Intervall ist folgt aus Korollar 13.4. Die
Funktion f ist injektiv, da sie streng wachsend ist und damit ist die Abbil-
dung
fi1—J
auf das Bild bijektiv. Die Umkehrfunktion
g —1I
ist ebenfalls streng wachsend. Sei g := f~! und y := f(z) vorgegeben. Es sei
zunéchst y kein Randpunkt von J. Dann ist auch z kein Randpunkt von I.
Sei € > 0 vorgegeben und ohne Einschrinkung [x —e, x+¢] C I angenommen.
Dann ist
d:=min (y — f(x —¢€), f(x+€) —y) >0
und fiir v’ € [y — 9,y + ] gilt wegen der Monotonie

9@) elgly—10),9(y+0)] Clzr—ex+¢.
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Also ist g stetig in y. Wenn y ein Randpunkt von J ist, so ist auch x ein
Randpunkt von I, sagen wir der rechte Randpunkt. Dann ist zu vorgegebe-
nem € > 0 wieder [z —¢,2] C I und § := y — f(x — €) erfiillt die geforderte
Eigenschaft. U

13.3. Stetigkeit der Wurzeln.

o
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Satz 13.6. Setn € N. Fiir n ungerade ist die Potenzfunktion
R— R, x— 2",
stetig, streng wachsend, bijektiv und die Umkehrfunktion
R — R, z— 2"/,
st streng wachsend und stetig. Fir n gerade ist die Potenzfunktion
RZO — RZ()? T — ZEn7
stetig, streng wachsend, bijektiv und die Umbkehrfunktion
Rzo — Rzo, T +— xl/n,
st streng wachsend und stetig.
Beweis. Die Stetigkeit ergibt sich aus Korollar 12.7. Das strenge Wachstum
fiir x > 0 folgt aus der binomischen Formel. Fiir ungerades n folgt das strenge
Wachstum fiir # < 0 aus der Beziehung 2™ = —(—x)" und dem Verhalten im
positiven Bereich. Daraus ergibt sich die Injektivitit. Fir x > 1 ist 2™ > x,
woraus die Unbeschrinktheit des Bildes nach oben folgt. Bei n ungerade
folgt ebenso die Unbeschrénktheit des Bildes nach unten. Aufgrund des Zwi-
schenwertsatzes ist das Bild daher R bzw. R>(. Somit sind die angegebenen

Potenzfunktionen surjektiv und die Umkehrfunktionen existieren. Die Ste-
tigkeit der Umkehrfunktionen folgt aus Satz 13.5. U
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13.4. Minima und Maxima.

maxsxsimo globale

massimo locale

ra
T
1

minimo locale

minirmo globale

- I 1 I I 1
] (] (¥} LE n 1 1.2

Definition 13.7. Sei M eine Menge und
f: M —R

eine Funktion. Man sagt, dass f in einem Punkt x € M das Mazimum
annimmt, wenn

f(z) > f(2') fiir alle 2’ € M gilt,
und dass f das Minimum annimmt, wenn

f(z) < f(2') fiir alle 2/ € M gilt .

Die gemeinsame Bezeichnung fiir ein Maximum oder ein Minimum ist Fz-
tremum. In der vorstehenden Definition spricht man auch vom globalen Ma-
zimum, da darin Bezug auf sdmtliche Elemente der Definitionsmenge ge-
nommen wird. Interessiert man sich nur fiir das Verhalten in einer offenen,
eventuell kleinen Umgebung, so gelangt man zum Begriff des lokalen Maz:i-
mums.

Definition 13.8. Sei D C R eine Teilmenge und sei
f: D—R

eine Funktion. Man sagt, dass f in einem Punkt x € D ein lokales Maximum
besitzt, wenn es ein € > 0 gibt derart, dass fiir alle 2’ € D mit |z — 2| < €
die Abschétzung

flx) = f(z)
gilt. Man sagt, dass f in x € D ein lokales Minimum besitzt, wenn es ein
€ > 0 gibt derart, dass fiir alle ' € D mit |x — 2/| < € die Abschétzung

fla) < f(&)
gilt.
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Wenn f(z) > f(a) fiir alle 2’ # x, so spricht man von einem isolierten Mawi-
mum. Mit der Differentialrechnung werden wir bald schlagkréftige Methoden
kennenlernen, um Minima und Maxima zu bestimmen.

Satz 13.9. Sei [a,b] C R ein abgeschlossenes beschrinktes Intervall und sei
f:la,b] — R
eine stetige Funktion. Dann gibt es ein x € [a,b] mit
f(x) > f(z') fir alle 2’ € [a,b].

D.h., dass die Funktion ihr Mazimum (und ihr Minimum) annimmt.

Beweis. Nach dem Zwischenwertsatz wissen wir, dass das Bild J := f([a, b])
ein Intervall ist. Wir zeigen zunéchst, dass J (nach oben und nach unten)
beschrankt ist. Wir nehmen dazu an, dass J nicht nach oben beschriankt
ist. Dann gibt es eine Folge (z,),cy in 1 mit f(z,) > n. Nach Satz 7.7
besitzt (,,),cy eine konvergente Teilfolge. Da [a, b] abgeschlossen ist, gehért
der Grenzwert der Teilfolge zu [a, b]. Wegen der Stetigkeit muss dann auch
die Bildfolge konvergieren. Die Bildfolge ist aber unbeschrénkt, so dass sie
nach Lemma 5.8 nicht konvergieren kann, und sich ein Widerspruch ergibt.

Sei nun y das Supremum von J. Es gibt eine Folge (y,),,o in /, die gegen das
Supremum konvergiert. Nach Definition von J gibt es eine Folge (z,),, o mit
f(x,) = y,. Fiir diese Folge gibt es wieder nach Satz 7.7 eine konvergente
Teilfolge. Es sei x der Grenzwert dieser Teilfolge. Somit ist aufgrund der
Stetigkeit f(x) =y und daher y € J. O

Korollar 13.10. Sei [a,b] C R ein abgeschlossenes beschrinktes Intervall
und sei

fifa, b)) — R
eine stetige Funktion. Dann ist das Bild f([a,b]) ebenfalls ein beschrinktes
abgeschlossenes Intervall.

Beweis. Dies folgt aus dem Zwischenwertsatz und Satz 13.9. U

Ein abgeschlossenes und beschrénktes Intervall nennt man auch kompakt.

13. ARBEITSBLATT

13.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 13.1. Es sei

fiR—R
eine stetige Funktion, die nur endlich viele Werte annimmt. Zeige, dass f
konstant ist.
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Aufgabe 13.2. Man gebe ein Beispiel einer stetigen Funktion
f: Q —R,

die genau zwei Werte annimmt.

Aufgabe 13.3. Finde fiir die Funktion
fiR—R o+ f(z)=2+2—1,

eine Nullstelle im Intervall [0, 1] mit Hilfe der Intervallhalbierungsmethode
mit einem Fehler von maximal 1/100.

Aufgabe 13.4.*
Wir betrachten die Funktion
f: R—R, z+— 2% —3z+1.

Bestimme, ausgehend vom Intervall [0, 1], mit der Intervallhalbierungsme-
thode ein Intervall der Lénge 1/8, in dem eine Nullstelle von f liegen muss.

Aufgabe 13.5. Zeige, dass die durch
sin + fiir x #0,
e
sonst ,

definierte Funktion
T R—R
nicht stetig ist, aber dem Zwischenwertsatz geniigt.

Aufgabe 13.6. Bestimme den Grenzwert der Folge

2 —4 cN
Tp=A——, 1 )
3n? —5n+ 2

Aufgabe 13.7. Die Folge (x,,),,cy sei rekursiv durch zy = 1 und

Tpt1 = VTp +1

definiert. Zeige, dass diese Folge konvergiert und berechne den Grenzwert.

Aufgabe 13.8. Bestimme direkt, fiir welche n € N die Potenzfunktionen
R— R, x— 2",

ein Extremum im Nullpunkt besitzen.
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Aufgabe 13.9. Man gebe ein Beispiel eines beschrinkten Intervalls I C R
und einer stetigen Funktion

f: I —R

derart, dass das Bild von f beschréankt ist, die Funktion aber kein Maximum
annimmt.

Aufgabe 13.10. Es sei
f: I —R
eine stetige Funktion auf einem reellen Intervall. Die Funktion habe in den

Punkten xq,x5 € I, 1 < x5, lokale Maxima. Zeige, dass die Funktion zwi-
schen x; und z5 mindestens ein lokales Minimum besitzt.

Aufgabe 13.11. Es sei
f: [071] — [Oa]-[

eine stetige Funktion. Zeige, dass f nicht surjektiv ist.

Aufgabe 13.12. Es seien
f,9: R— R,

stetige Funktionen. Es sei @ € R mit (fg)(a) = 0 und mit f(a) # 0. Zeige,
dass es ein 0 > 0 gibt derart, dass die Einschrankung g|,—s4+4 die Nullfunk-
tion ist.

13.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 13.13. (2 Punkte)
Bestimme das Minimum der Funktion

f: R— R, z+— 2%+ 3z —5.

(Achtung: Ableitungen haben wir noch nicht eingefiihrt!)

Aufgabe 13.14. (4 Punkte)
Finde fiir die Funktion
f: R— R z+— f(x) =23 -3z +1,

eine Nullstelle im Intervall [0, 1] mit Hilfe der Intervallhalbierungsmethode
mit einem Fehler von maximal 1/200.
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Aufgabe 13.15. (4 Punkte)

Zeige, dass ein reelles Polynom von ungeradem Grad mindestens eine reelle
Nullstelle besitzt.

Aufgabe 13.16. (2 Punkte)

Bestimme den Grenzwert der Folge

§/27n3 +13n2+n
Ty = ;
8n3 — Tn + 10

neN.

Die néchste Aufgabe verwendet den Begriff des Fixpunktes.
Es sei M eine Menge und
f: M —M
eine Abbildung. Ein Element x € M mit f(z) = « heifit Fizpunkt der Abbil-
dung.

Aufgabe 13.17. (4 Punkte)
Es sei
f: [a7b] — [avb]
eine stetige Funktion des Intervalls [a, b] in sich. Zeige, dass f einen Fixpunkt
besitzt.

14. VORLESUNG - GLEICHMASSIG STETIG

14.1. Gleichméaflige Stetigkeit.

Die Funktion
fi Ry — R, o+ 1/z,

ist stetig. In jedem Punkt x € R, gibt es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 mit
f(U (z,9)) € U(f(xz),e). Dabei hingt das ¢ nicht nur von der Zielgenau-
igkeit €, sondern auch von x ab. Je kleiner x wird, desto steiler wird der
Funktionsgraph und desto kleiner muss d gewéhlt werden, damit das Bild der
d-Umgebung innerhalb der e-Umgebung von f(x) landet. Es gibt natiirlich
auch Funktionen, bei denen man zu jedem € ein ¢ findet, dass fiir alle x die
Stetigkeitseigenschaft sichert.

Definition 14.1. Es sei T' C K eine Teilmenge,
f: T —K

eine Funktion. Dann heifit f gleichmdfsig stetig, wenn es zu jedem € > 0 ein
d > 0 gibt mit folgender Eigenschaft: Fiir alle z, 2" € T mit d(z,z') < ¢ ist

d(f(x), f(2')) < e
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Lemma 14.2. Eine stetige Funktion
f:[a, 0] — R

auf einem abgeschlossenen beschrinkten Intervall ist gleichmdflig stetig.

Beweis. Wir nehmen an, dass f nicht gleichméfig stetig ist. Dann gibt es ein
¢ > 0 mit der Eigenschaft, dass es fiir alle § > 0 ein Punktepaar z,y € [a, 0]
mit |x —y| < 6 und |f(x) — f(y)] > € gibt. Insbesondere gibt es somit
fir jedes n € N, eine Punktepaar x,,y, € [a,b] mit |z, —y,| < % und
|f(zn) — f(yn)| > €. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstra$ besitzt die Fol-
ge x, eine in R konvergente Teilfolge, deren Grenzwert, nennen wir ihn z,
wegen der Abgeschlossenheit zum Intervall gehéren muss. Die Glieder der
Teilfolge besitzt die eingangs beschriebenen Eigenschaften, deshalb kénnen
wir direkt annehmen, dass die Folge (z,), oy konvergiert. Die Folge (y),,cn
konvergiert ebenfalls gegen x. Wegen der Stetigkeit konvergieren dann nach
Lemma 12.4 auch die beiden Bildfolgen f(x,) und f(y,) gegen f(x). Es sei
nun ¢ < §. Dann ist fiir n hinreichend gro sowohl |f(z,) — f(z)| < €
als auch |f(y,) — f(x)] < €. Dies ergibt mit der Dreiecksungleichung einen
Widerspruch zu |f(z,) — f(yn)| > €. d

14.2. Fortsetzung von stetigen Funktionen.

Definition 14.3. Es sei T' C K eine Teilmenge,
f: T —K
eine stetige Funktion und es sei T' C T C K. Dann heifit eine Abbildung
f . T — K
eine stetige Fortsetzung von f, wenn f stetig ist und f(z) = f(z) fiir alle

x €T gilt.

Eine stetige Funktion besitzt im Allgemeinen keine stetige Fortsetzung auf
einen grofieren Definitionsbereich. Beispielsweise kann die auf R\ {0} defi-
nierte Funktion x — 27! nicht stetig auf ganz R ausgedehnt werden. Ferner
muss eine stetige Fortsetzung (oder Ausdehnung), wenn sie denn existiert,
nicht eindeutig sein. Fiir beide Fragestellungen ist die Existenz von Funkti-
onslimiten in Beriihrpunkten der Definitionsmenge entscheidend.

Definition 14.4. Es sei T' C K. Ein Punkt = € K heifit Bertihrpunkt von
T, wenn es (mindestens) eine Folge =, € T gibt, die gegen x konvergiert.

Satz 14.5. Es sei T C K eine Teilmenge,
f: T —K

eine stetige Funktion und es sei T' C T C K, wobei T aus Berihrpunkten von
T bestehe. Fiir jedes a € T'\ T existiere der Grenzwert lim,_,, f(x). Dann



145
1st die durch

=« Jfla), fallsacT,
Jla) = {limx_m f(x), fallsaecT\T,

definierte Abbildung eine stetige Fortsetzung von f auf T.

Beweis. Sei a € T und ¢ > 0 vorgegeben. Da a ein Berithrpunkt von 7" ist
und da der Grenzwert von f in a existiert (bei a € T existiert er aufgrund
der Stetigkeit), gibt es ein & > 0 mit d(f(x), f(a)) < €/2 fir alle z €
T, d(z,a) < 6. Sei nun y € T mit d(y,a) < §/2. Es gibt ein z € T mit
d(z,y) < §/2 und mit d(f(z), f(y)) < €/2. Wegen der ersten Abschitzung
und der Voraussetzung an y ist d(x,a) < §. Insgesamt ist daher

d(f(a), () < d(f(a), f(2)) +d(f(2), [(y)) < e
O

Satz 14.6. Fs sei T C K eine Teilmenge und T die Menge aller Beriihr-
punkte von T'. Es set

f: T —K

eine gleichmafig stetige Funktion. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte
stetige Fortsetzung

f: T —K.

Beweis. Aufgrund von Satz 14.4 geniigt es zu zeigen, dass der Grenzwert
lim,,, f(z) fiir jedes a € T\ T existiert. Sei (), eine Folge in T, die
gegen a konvergiert. Wir zeigen, dass dann auch die Bildfolge (f(2y)),cn
konvergiert. Da diese Bildfolge in K ist, und K vollstdndig ist, geniigt es
zu zeigen, dass eine Cauchy-Folge vorliegt. Sei € > 0 vorgegeben. Wegen der
gleichméBigen Stetigkeit von f gibt es ein § > 0 derart, dass d(f(x), f(z')) <
€ ist fiir alle x, 2’ € T mit

d(z,z") < 4.

Wegen der Konvergenz der Folge (z,,),,y gibt es ein ng mit d(z,,a) < /2
fir alle n > ng. Fir alle n,m > ng gilt daher d(x,,z,) < J§ und somit
insgesamt

d(f(zn), fxm)) < €

Wir miissen nun noch zeigen, dass fiir jede gegen a konvergente Folge der
Grenzwert der Bildfolge gleich ist. Dies ergibt sich aber sofort, wenn man fiir
zwei Folgen (), cy und (yn),cy die Folge xo, 40, 21,41, ... betrachtet, die
ebenfalls gegen a konvergiert, und fiir die der Limes der Bildfolge mit den
Limiten der Teilbildfolgen iibereinstimmt. U

Korollar 14.7. Es sei
f: Q—R
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eine gleichmdafig stetige Funktion. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte
stetige Fortsetzung
fi R— R

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 14.6 und aus Q = R. |

14.3. Reelle Exponentialfunktionen.

Fiir jede positve reelle Zahl b und n € Z ist b" eine positive reelle Zahl. Fiir
eine weitere natiirliche Zahl m € N, und eine positive reelle Zahl y ist 3'/™
definiert. Fiir eine rationale Zahl ¢ = n/m ist daher b? = (b")'/™ definiert,
und zwar ist dies unabhéngig von der Wahl der Zahler und Nenner in der
Darstellung von q.

Lemma 14.8. FEs sei b eine positive reelle ZahlDann besitzt die Funktion
f: @ — R? qr— bq7
folgende Figenschaften.

(1) Es ist b9 = b7 - b7 fiir alle q,q' € Q.
(2) Es ist (b)Y = b*7 fiir alle q,q' € Q.
(3) Fiir b > 1 ist f streng wachsend.
(4) Firb <1 ist f streng fallend.

(5) Fiir a € Ry ist (ab)? = a? - b9.

Beweis. Siehe Aufgabe 13.12. U

Lemma 14.9. Es sei b eine positive reelle Zahl. Dann ist die Funktion
f: Q—R, gr— b7,
auf jedem beschrankten Intervall gleichmdf$ig stetig.

Beweis. Wir betrachten Intervalle der Form [—n, n] mit n € N. Aufgrund der
Monotonie ist
b? < m := max (b",b7")
fir alle ¢ € [—n,n|. Sei € > 0 vorgegeben. Die Folge (bl/k)keN konvergiert
gegen 1, daher gibt es insbesondere ein k derart, dass
p1] < £
m
ist. Wir setzen § = 1/k. Dann gelten fiir zwei beliebige rationale Zahlen
q,q € [—n,n] mit
¢ —ql <6
unter Verwendung der Funktionalgleichung die Abschitzungen (wir be-
schrianken uns auf den Fall b > 1 und ¢’ > q)

- b7 /b7 — 1

bt <

b‘I’—Q—l)mg “m = €.

€
m
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Die Exponentialfunktionen fiir die Basen b = 10, % und e.
Aufgrund von Lemma 14.9 und Korollar 14.7 (mit einem beliebigen Intervall
[—n, n| statt ganz Q.) lassen sich die zunéchst nur auf Q definierten Expo-
nentialfunktionen zu stetigen Funktionen auf den reellen Zahlen fortsetzen.
In diesem Sinn ist die folgende Definition zu verstehen.

Definition 14.10. Sei b eine positive reelle Zahl. Die Funktion
R— R, x+— 0",

heifit Ezponentialfunktion zur Basis b.
Lemma 14.11. Es sei b eine positive reelle ZahlDann besitzt die Exponen-

tialfunktion
fi R— R, x+——b",
folgende Eigenschaften.
(1) Es ist b*+* = b* - b fiir alle :v,f €R.
(2) Es ist (b°)* = b fiir alle z,2' € R.
(3) Fiir b > 1 ist f streng wachsend.
(4) Fiir b <1 ist f streng fallend
(5)

Fiir a € Ry ist (ab)* = a” - b*.
U

Beweis. Siehe Aufgabe 13.15.

Eine besondere Rolle spielt die Exponentialfunktion zur Basis b = e. Wir
werden dafiir bald eine weitere Beschreibung kennenlernen, die auch fiir kom-

plexe Exponenten erklért ist.
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14. ARBEITSBLATT

14.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 14.1. Zeige, dass durch
x
€Tr) =
/(@) |z| + 1
eine stetige, streng wachsende, bijektive Abbildung
f: R—]—1,1]
gegeben wird, deren Umkehrabbildung ebenfalls stetig ist.

Aufgabe 14.2. Zeige, dass das Bild eines abgeschlossenen Intervalls unter
einer stetigen Funktion nicht abgeschlossen sein muss.

Aufgabe 14.3. Zeige, dass das Bild eines offenen Intervalls unter einer ste-
tigen Funktion nicht offen sein muss.

Aufgabe 14.4. Zeige, dass das Bild eines beschrankten Intervalls unter einer
stetigen Funktion nicht beschrankt sein muss.

Aufgabe 14.5. Es sei [ ein reelles Intervall und
f: I —R,

eine stetige, injektive Funktion. Zeige, dass f streng wachsend oder streng
fallend ist.

Aufgabe 14.6. Es sei
i R—R z+— f(x),

eine Polynomfunktion vom Grad > 2. Zeige, dass f nicht gleichméfig stetig
ist.

Aufgabe 14.7. Zeige, dass die Funktion
f: Q—R
mit
0, falls x < V2 ,
fx) = {1, falls z > /2,
stetig, aber nicht gleichméBig stetig ist.
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Aufgabe 14.8. Es sei
fila, b)) — R
eine stetige Funktion. Zeige, dass es eine stetige Fortsetzung
fiR—R
von f gibt.

Aufgabe 14.9. Man gebe ein Beispiel einer gleichméafig stetigen Funktion
[ Q—Q

derart, dass keine stetige Fortsetzung
fi:R—Q

existiert.

Aufgabe 14.10. Man gebe ein Beispiel einer stetigen Funktion
f:1]0,1[— R,
derart, dass das Bild von f beschrénkt ist und f nicht gleichméfig stetig ist.

Aufgabe 14.11. Es sei b eine positive reelle Zahl und ¢ = n/m € Q. Zeige,
dass die durch

b = (bm)m
definierte Zahl unabhéngig von der Bruchdarstellung fiir ¢ ist.

Aufgabe 14.12. Es sei b eine positive reelle Zahl. Zeige, dass die Funktion
f: Q—R, ¢g— 07,
folgende Eigenschaften besitzt.
(1) Es ist b9+9 = b9 - b7 fiir alle ¢, ¢’ € Q.
(2) Es ist (b9)7 = b9 fiir alle ¢,¢ € Q.
(3) Fiir b > 1 ist f streng wachsend.
(4) Fiir b < 1 ist f streng fallend.
(5) Fiir a € Ry ist (ab)? = a? - b.

Aufgabe 14.13. Sei b > 0 eine reelle Zahl. Zeige, dass die durch
Vb = bk

definierte Folge gegen 1 konvergiert.
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Aufgabe 14.14. Fiihre die Details im Beweis zu Lemma 14.9 fiir den Fall
b <1 aus.

Aufgabe 14.15. Es sei b eine positive reelle Zahl. Zeige, dass die Exponen-
tialfunktion
fi R— R, x+——b",

folgende Eigenschaften besitzt.

(1) Es ist bt = b* - b* fiir alle a:,a:’ eR.
(2) Esist (b%)* = b>* fiir alle z,2" € R.
(3) Fiir b > 1 ist f streng Wachsend
(4)
()

Fiir b < 1 ist f streng fallend

3
4
5) Fir a € Ry ist (ab)” = a” - b".

Es sei [a, b] ein reelles Intervall und es sei eine Unterteilung

Aa=20<T1 < Ty < - <Tp_1<xK=0>
und Werte yo, Y1, Y2, - - -, Yk—1, Yx € R gegeben. Unter der zugehorigen (stiick-
weise) linearen Interpolation versteht man die Abbildung
g: [avb] — Rv T +— g(l’),

die auf jedem Teilintervall [z;, z;41] durch die affin-lineare Funktion gegeben
ist, deren Graph die Punkte (x;,y;) und (x;11, y;+1) durch eine gerade Strecke
verbindet.

Diese Konstruktion kommt insbesondere dann zum Zuge, wenn eine gegebene
Funktion

fila, b)) — R, z+— f(x),
approximiert werden soll, wobei die Unterteilung gegeben ist und man y; =
f(z;) nimmt.

Aufgabe 14.16. Es sei [a, b] ein reelles Intervall und es sei eine Unterteilung
A=T0< T <Tog< - < Tp_1<x=2>

und Werte yo, 1,2, - - -, Yr—1, Y € R gegeben. Beschreibe die zugehorige li-
neare Interpolation durch funktionale Ausdriicke und zeige, dass es sich um
eine stetige Funktion handelt.

Aufgabe 14.17. Es sei
T R—R
eine stetige Funktion # 0, die die Gleichung
fle+y)=f(x)- fy)

fiir alle z,y € R erfiillt. Zeige, dass f eine Exponentialfunktion ist, d.h. dass
es ein b > 0 gibt mit f(z) = b”.
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In den folgenden Aufgaben bedeutet C°(T,K) die Menge der stetigen Funk-
tionen von 7' nach K (fiir eine Teilmenge 7' C K) und B (P,b) den abge-
schlossenen Vollkreis in C mit Mittelpunkt P und Radius b (die Randpunkte
gehoren also dazu).

14.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 14.18. (4 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung
U: C°(R,R) — C°(Q,R), f+— flg,

eine stetige Funktion wird also auf ihre Einschriankung auf Q@ abgebildet.
Zeige, dass ¥ injektiv, aber nicht surjektiv ist.

Aufgabe 14.19. (3 Punkte)
Man gebe ein Beispiel fiir eine stetige unbeschrankte Funktion
f:10,2[— R.

Zeige, dass eine solche Funktion keine stetige Fortsetzung auf [0, 2] besitzt.

Aufgabe 14.20. (5 Punkte)
Essei Pe C,be Ry und
f: B(P,b) — C
eine stetige Funktion. Zeige, dass es eine stetige Fortsetzung
fic—cC
von f gibt.

Aufgabe 14.21. (6 Punkte)
Es sei [a, b] ein reelles Intervall und
fila,b) — R, 2 +— f(x),
eine Funktion. Zeige, dass f genau dann stetig ist, wenn folgende Bedingung
erfiillt ist: Zu jedem € > 0 gibt es eine Unterteilung
A=< T <Xy < - <xp1<xp=0>

derart, dass die lineare Interpolation g (zu dieser Unterteilung und zu f) die
Eigenschaft

|f(x) — g(x)| < e fiir alle z € [a, D]
erfiillt.
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(Bemerkung: Die vorstehende Aufgabe kann man so interpretieren, dass ei-
ne Funktion genau dann stetig ist, wenn man mit einem beliebig diinnen
(gemessen in vertikaler Richtung) Stift den Funktionsgraphen durch zu-
sammenhéingende (endlich viele, nicht vertikale) Geradenstiicke iibermalen
kann.)

15. VORLESUNG - POTENZREIHEN

15.1. Cauchy-Produkt von Reihen.

Definition 15.1. Zu zwei Reihen » 27 a; und 377 b; komplexer Zahlen

heiit die Reihe
00 k
Z Cp mit C = Z aibk,i
k=0 =0

das Cauchy-Produkt der beiden Reihen.

Lemma 15.2. Es seien
Z ap und Z by,
k=0 k=0

zwer absolut konvergente Reihen komplexer Zahlen. Dann ist auch das Cau-
chy-Produkt "7~ , ¢ absolut konvergent und fir die Summe gilt

> - (L) (Xn).
k=0 k=0 k=0
Beweis. Wir miissen fiir die Partialsummen

n n n
xn:E ai,ynzg bjundznzg Cr,
i=0 j=0 k=0

zeigen, dass z, gegen den Limes der Folge (z,y,) konvergiert. Es ist

neN

’Zn - xnyn| = Z Ck — (Z ai) (Z b])
k=0 i=0 Jj=0
= Z az-bj

0<i,j<n,i+j>n

< > laillbl

0<i,j<n,i+j>n

S (Z w)

n/2<i<n

S (fjw)

n/2<j<n i=0

IN
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< | D ail (glbjl)

n/2<i<n
o0
o 3w (3m)
n/2<j<n =0

Da die beiden Reihen absolut konvergieren, und >, »_,,, [a;| und > » .,
|b;| Nullfolgen sind (siehe Aufgabe 15.15), ist die rechte Seite insgesamt eine
Nullfolge. Daher konvergiert die Folge (2,),,.y gegen das Produkt der Grenz-
werte. Die absolute Konvergenz folgt aus dem bisher Bewiesenen mit dem
Majorantenkriterium aus der Abschitzung |cx| < 325 |ai |br_i- O

15.2. Potenzreihen.

Definition 15.3. Es sei (¢, )nen eine Folge von komplexen Zahlen und z eine
weitere komplexe Zahl. Dann heifit die Reihe

oo
g cn 2"
n=0

die Potenzreihe in z zu den Koeffizienten (¢, )nen.

Durch Wahl geeigneter Koeffizienten kann man jede Reihe als Potenzreihe
zu einer fixierten Zahl z € C, | ansehen. Bei Potenzreihen ist es aber wichtig,
dass man z variieren lidsst und dann die Potenzreihe im Konvergenzbereich
eine Funktion in z darstellt.

Genauer spricht man von einer Potenzreihe mit Entwicklungspunkt 0. Eine
Potenzreihe mit Entwicklungspunkt a € C ist ein Ausdruck der Form

Z cn(z—a)".

Eine wichtige Potenzreihe haben wir schon in der neunten Vorlesung kennen-
gelernt, ndmlich die geometrische Reihe Y 2 2", die fiir |z| < 1 konvergiert
und dort die Funktion 1/(1 — z) darstellt. Eine weitere besonders wichtige
Potenzreihe ist die Exponentialreihe, die fiir jede komplexe Zahl konvergiert
und zur komplexen Exponentialfunktion fiihrt.

15.3. Die Exponentialreihe und die komplexe Exponentialfunkti-
on.

Definition 15.4. Fiir jedes z € C heif3t die Reihe

o0 n

ya
>

n=0

die Fxponentialreihe in z.
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Dies ist also die Reihe

2 Z3 24 25

1 Sz 2
+Z+2+6+24+120+

Satz 15.5. Fiir jedes z € C ist die Exponentialreihe

o0 n

z
>

n=0

absolut konvergent.

Beweis. Fiir z = 0 ist die Aussage richtig. Andernfalls betrachten wir den
Quotienten

Zn+1
CEzAH I D B
Z n+1l] n+1

Dies ist fiir n > 2|z| kleiner als 1/2. Aus dem Quotientenkriterium folgt
daher die Konvergenz. O

Aufgrund dieser Eigenschaft kénnen wir die komplexe Exponentialfunktion
definieren.

(1, e)
(0, 1)

7

Der Graph der reellen Exponentialfunktion

Definition 15.6. Die Abbildung
oo Zn
C—>C,zr—>expz::z_:om,
heifit (komplexe) Ezxponentialfunktion.

Wir werden spéter sehen, dass diese Funktion fiir reelle Argumente die Ex-
ponentialfunktion zur Basis

LTI I VU I S
ex — _ _ - R
P 276 24 " 120
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ist, und dass exp 1 mit der frither eingefiihrten eulerschen Zahl e {iberein-
stimmt (Korollar 16.11 und Korollar 20.14).

Die folgende Aussage nennt man die Funktionalgleichung fiir die Exponenti-
alfunktion.

Satz 15.7. Fiir komplexe Zahlen z,w € C gilt

exp (z +w) =exp z-exp w.

Beweis. Das Cauchy-Produkt der beiden Exponentialreihen ist
6
n=0

mit ¢, =Y ., Zz—:% Diese Reihe ist nach Lemma 15.2 absolut konvergent

und der Grenzwert ist das Produkt der beiden Grenzwerte. Andererseits ist
der n-te Summand der Exponentialreihe von z + w nach der allgemeinen

binomischen Formel gleich

(2 Z‘w) _ %; (72) Zun = ¢,
so dass die beiden Seiten iibereinstimmen. ]
Korollar 15.8. Die Ezponentialfunktion
C—C, z+——exp z,

besitzt folgende Eigenschaften.

(1) Esistexp 0 = 1.

(2) Fiir jedes z € C ist exp (—z) = (exp z)~'. Insbesondere ist exp z # 0.
(3) Fir ganze Zahlen n € Z ist exp n = (exp 1)".

(4) Fir reelles z ist exp z € Ry,

(5) Fir reelle Zahlen z > 0 ist exp z > 1 und fir z < 0 ist exp z < 1.
(6) Die reelle Exponentialfunktion ' ist streng wachsend.

Beweis. (1) folgt direkt aus der Definition. (2) folgt aus
exp z-exp(—z) = exp(z—z2) =exp0 =1

aufgrund von Satz 15.7. (3) folgt aus Satz 15.7 und (2). (4). Der Wert der
Exponentialreihe fiir eine reelle Zahl ist wieder reell, da die reellen Zahlen in

BUnter der reellen Exponentialfunktion verstehen wir hier die Einschrankung der kom-
plexen Exponentialfunktion auf die reellen Zahlen. Wir werden bald sehen, dass sie mit
der Exponentialfunktion zur Basis e iibereinstimmt.
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C abgeschlossen!® sind. Die Nichtnegativitiit ergibt sich aus
(z + z> z z ( z>2 >0
expz =exp(=+=) =exp --exp = = (exp = .
p p 599 p B p B P 5 Z

(5). Fiir reelles x ist exp z - exp (—z) = 1, so dass nach (4) ein Faktor > 1
sein muss und der andere Faktor < 1. Fir z > 0 ist

= 1 = 1
exp r = g ﬁx" > E E(—x)" = exp(—x),
n=0 n=0

da ja fiir gerades n die Summationsglieder {ibereinstimmen und fiir ungerades
n die linke Seite groBer als die rechte ist. Also ist exp x > 1. (6). Fiir reelle
x>y ist x —y > 0 und daher nach (5) exp (z —y) > 1, also

expx =exp(r—y—+y) =exp(r—y)expy > exp y.

15.4. Die trigonometrischen Reihen.

Definition 15.9. Fiir z € C heifit
OO (_1)n22n
(2n)!

n=0

o (_1)n22n+1
Z (2n+1)!

n=0

die Kosinusreihe und

die Sinusreihe zu z.

Durch Vergleich mit der Exponentialreihe ergibt sich sofort, dass diese beiden
Reihen fiir jedes z absolut konvergieren. Die zugehdrigen Funktionen

n .2n 0 (_1)n22n+1

N (D N
COSZ.—TLZ:OWUIId San.—nZ:Om

heilen Kosinus und Sinus. Beide Funktionen stehen unmittelbar in Zusam-
menhang mit der Exponentialfunktion, wobei man allerdings die komplexen
Zahlen braucht, um diesen Zusammenhang zu erkennen.

Satz 15.10. Die Funktionen
C—C, 2+ cos z,

und
C—C, z+— sin z,

besitzen fiir z,w € C folgende Eigenschaften.
HEine Teilmenge T C C heiBt abgeschlossen, wenn jede Folge in T', die in C konvergiert,

schon in T konvergiert. Eine reelle Folge, die aufgefasst als komplexe Folge konvergiert,
konvergiert offenbar in R.
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(1) Fir z =x + iy ist
exp z = (exp x)(cos y +isiny).
(2) Esist cos 0 =1 und sin 0 = 0.

(3) Esist cos (—z) = cos z und sin (—z) = — sin z.
(4) Es ist
cos 5 = &P (iz) + exp (—iz)
2
und . .
sin » = P (iz) — exp (—iz) '

21
(5) Es gelten die Additionstheoreme
cos (z +w) = cos z cos w — sin z sin w .

und
sin (z +w) = sin z cos w + cos z sin w .
(6) Es gilt
(cos z)*+ (sin z)* =1.

Beweis. (1). Aufgrund von Satz 15.7 gilt
exp (z +iy) = exp x - exp (iy) ,

so dass wir nur noch den hinteren Faktor betrachten miissen. Da man absolut
konvergente Reihen beliebig sortieren'® darf, gilt

3 (iy')” _ 2k gk +222k+1 23]/:k+11
n=0 s k=0 ( ) ( + )
e 2k+1
- ; @R Z 21<: 2k + 1)!
o k 2k: k 2k+1
- kz; o Z 2k+1

= Cos Yy + 1 sin y.
(2) und (3) folgen direkt aus der Definition der Reihen. (4) folgt aus (1) und
(3). (5). Es ist
exp (i(z +w)) + exp (—i(z + w))
2
exp (iz) exp (1w) + exp (—iz) exp (—iw)
2

1
= 5((cos.z +isin z)(cos w + i sin w)

cos (z4+w) =

+(cos z —isin z)(cos w — i sin w))

Dies werden wir in Vorlesung 17 ausfiihrlich begriinden. Hier fassen wir nur je-
weils zwei aufeinander folgende Reihenglieder zusammen, was aufgrund von Aufgabe 15.8
moglich ist.
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= §(cos Z Cos w

+i(cos z sin w + sin z cos w) — sin z sin w
+ cos z cos w
—i(cos z sin w + sin z cos w)
— sin z sin w)
= COSZ cosw — sin 2 sin w.

Das Additionstheorem fiir den Sinus folgt dhnlich. (6). Aus dem Additions-
theorem fiir den Kosinus angewendet auf w = —z und aufgrund von (2)
ergibt sich

1 = cosO
= cos (2 —2)
= cos 2z cos (—z) — sin z sin (—2)
= COs z COS z + sin z sin 2.

U

Fiir reelle 2z sind sin z und cos z wieder reell, wie unmittelbar aus der Po-
tenzreihendarstellung folgt. Die letzte Aussage im vorstehenden Satz besagt,
dass fiir reelles z das Paar (cos z, sin z ) ein Punkt auf dem Finheitskreis
{(x,y)| 2? + y* = 1} ist. Wir werden spéter sehen, dass sich jeder Punkt des
Einheitskreises als (cos z, sin z) schreiben lésst, wobei man z als Winkel
(im Bogenma$) interpretieren kann. Dabei tritt die Periode 27 auf, wobei
wir die Kreiszahl m eben iiber die trigonometrischen Funktionen einfiihren
werden.

15. ARBEITSBLATT

15.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 15.1. Man mache sich klar, dass die Partialsummen des Cauchy-
Produkts von zwei Reihen nicht das Produkt der Partialsummen der beiden
Reihen sind.

Aufgabe 15.2. Es seien

o o0
E a,z" und g b, 2"

zwei absolut konvergente Potenzreihen in z € C. Zeige, dass das Cauchy-
Produkt der beiden Reihen durch

(o] n
E ¢, 2" mit ¢, = E a;bpn_;
n=0 =0

gegeben ist.



159

Aufgabe 15.3. Sei z € C | |z| < 1. Bestimme (in Abhéngigkeit von z) die
Summen der beiden Reihen

o) 00
§ ZQk: und § :Z2k+1 .
k=0 k=0

Aufgabe 15.4. Es sei

o0
g anz"
n=0

eine absolut konvergente Potenzreihe. Bestimme die Koeffizienten zu den

Potenzen 2°, 2!, 22, 23, 2% in der dritten Potenz

Aufgabe 15.5.*

Berechne das Cauchy-Produkt bis zur vierten Potenz der geometrischen Rei-
he mit der Exponentialreihe.

Aufgabe 15.6. Zeige, dass die durch die Exponentialreihe definierte reelle
Funktion

exp: R— R, z+— exp z,
nicht nach oben beschrinkt ist und dass 0 das Infimum (aber nicht das Mi-
nimum) der Bildmenge ist.'®

Aufgabe 15.7.*

Es sei
o0
E anz"
n=0

eine absolut konvergente Potenzreihe mit Konvergenzradius » > 0. Es sei
I C N eine Teilmenge. Zeige, dass die Potenzreihe

o
E b, 2"
n=0

b a,, fallsnel,
"] 0 sonst,

ebenfalls absolut konvergent mit einem Konvergenzradius > r ist.

16 Aus der Stetigkeit, die wir aber noch nicht bewiesen haben, folgt daraus, dass R das
Bild der reellen Exponentialfunktion ist.
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Aufgabe 15.8. Es sei > -, ¢ eine konvergente Reihe mit ¢, € C. Zeige,
dass die durch die Reihenglieder

Qp = Cop + Cont1

definierte Reihe ebenfalls und zwar gegen die gleiche Summe konvergiert.

Aufgabe 15.9. Es sei Y - a; eine konvergente Reihe mit ay, € Rx. Zeige,

dass die durch
Yo=Y

k>n/2
definierte Folge eine Nullfolge ist.

Aufgabe 15.10. Bestimme die Koeffizienten bis zu 2% in der Produktreihe
Y oo Cnz" aus der Sinusreihe und der Kosinusreihe.

15.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 15.11. (4 Punkte)

Es sei
o0
E an2"”
n=0

eine absolut konvergente Potenzreihe. Bestimme die Koeffizienten zu den
Potenzen 2°, 2!, 22, 23, 2%, 2% in der vierten Potenz

o0 o0 4
g 2"t = E a2z | .
n=0 n=0

Aufgabe 15.12. (4 Punkte)
Fir N € Nund z € C sei

N o o0 o
Ryii(z) =exp z — E i E —
n: n:

n=0

n=N+1
das Restglied der Exponentialreihe. Zeige, dass fiir |z| < 1+ %N die Rest-
gliedabschitzung

2
[Ryia(2)| < ) ERis

gilt.
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Aufgabe 15.13. (3 Punkte)
Berechne von Hand die ersten vier Nachkommastellen im Zehnersystem von

exp 1.

Aufgabe 15.14. (4 Punkte)

Zeige, dass die durch die Exponentialreihe definierte reelle Exponentialfunk-
tion die Eigenschaft besitzt, dass fiir jedes d € N die Folge

(exp n )
nd neN

bestimmt divergent gegen +oo ist.!”

Aufgabe 15.15. (3 Punkte)
Beweise das Additionstheorem fiir den Sinus, also die Gleichheit
sin(z4+w) = sin z cos w + cos z sin w

fiir z,w € C.

16. VORLESUNG - FUNKTIONENFOLGEN

16.1. Funktionenfolgen.

207
n=2
15+
101
5.
OX/
-2 0 2

Eine (vertikal gestauchte) Darstellung der ersten acht polynomialen
Approximationen der reellen Exponentialfunktion

1"Man sagt daher, dass die Exponentialfunktion schneller wdichst als jede Polynom-
funktion.
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Wir haben das letzte Mal gesehen, dass die Exponentialreihe ) - 76—]7 fiir
jedes z € C konvergiert. Fiir jedes n € N stellt also die Polynomfunktion

2 23 o

n k

z
D B R R T
=0

eine ,, approximierende Funktion“ fiir die Exponentialfunktion dar. Dabei ist
allerdings die Giite der Approximation abhingig von z (bei fixiertem n).
In dieser Vorlesung werden wir verschiedene Konzepte vorstellen, wie man
eine Funktion als Grenzfunktion einer Funktionenfolge auffassen kann. Eine
unmittelbare Anwendung wird sein, dass die Exponentialfunktion stetig ist.

Definition 16.1. Es sei T" eine Menge und
fo: T — K,

(n € N) eine Folge von Funktionen. Man sagt, dass die Funktionenfolge
punktweise konvergiert, wenn fiir jedes x € T' die Folge

(fn(2))nen
(in K) konvergiert.

Wenn eine punktweise konvergente Funktionenfolge vorliegt, so wird durch
eine sogenannte Grenzfunktion f: T — K definiert.

Die Funktionenfolge f, = > 7 _ %zk konvergiert punktweise, die Grenzfunk-
tion ist die Exponentialfunktion. Selbst wenn (bei 7' C K) sdmtliche Funk-
tionen stetig sind, muss diese Grenzfunktion nicht stetig sein.

Beispiel 16.2. Es sei T'= [0, 1] und
fn: [0,1] — R, 2 — 2™,

Fiir jedes z € [0,1], < 1, konvergiert die Folge (2"), oy gegen 0 und fiir
x =1 liegt die konstante Folge zum Wert 1 vor. Die Grenzfunktion ist also

0, fallsz <1,
-

1 sonst .

Diese Funktion ist nicht stetig, obwohl alle f,, stetig sind.

Man braucht einen stéarkeren Konvergenzbegriff, um die Stetigkeit der Grenz-
funktion zu sichern.

Definition 16.3. Es sei T" eine Menge und
fo: T — K,

(n € N) eine Folge von Funktionen. Man sagt, dass die Funktionenfolge
gleichmdj$ig konvergiert, wenn es eine Funktion

f: T —K
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gibt derart, dass es zu jedem € > 0 ein ngy mit
d(fu(z), f(x)) < e fir alle n > ng und alle x € T
gibt.
Lemma 16.4. Es sei T' C K eine Teilmenge und es sei
fon: T — K

eine Folge von stetigen Funktionen, die gleichmdf$ig gegen die Funktion f
konvergiert. Dann ist f stetig.

Beweis. Sei x € T und € > 0 vorgegeben. Aufgrund der gleichméfigen Kon-
vergenz gibt es ein ng mit d(f,,(y), f(y)) < e/3 furallen > nound alley € T
Wegen der Stetigkeit von f,, in « gibt es ein 6 > 0 mit d(f, (), fn, (¥)) < €/3
fir alle y € T' mit d(z,y) < 4. Fiir diese y gilt somit

d(f(2), [(y)) < d(f(2), fuy (%)) + d(frg (), fro (¥)) + d( o (), [ (y))

€/3+¢/3+¢/3
€.

[ IA

16.2. Das Konvergenzkriterium von Weierstraf3.

Definition 16.5. Es sei T" eine Menge und
f: T —K
eine Funktion. Dann nennt man

A= 11f e = sap (|f(2)] |z € T)

das Supremum (oder die Supremumsnorm) von f. Es ist eine nichtnegative
reelle Zahl oder oco.

Die folgende Aussage heifit das Konvergenzkriterium von Weierstrafs. Es geht
darin um Funktionenfolgen f,, die als Partialsummen f, = ) ;_;gr von
Funktionen g, gegeben sind, wie dies auch bei Potenzreihen der Fall ist.

Satz 16.6. Es sei T eine Menge und sei
gr: T'— K

eine Funktionenfolge mat

o0
> lgrll< oo
k=0

Dann konvergiert die Reihe Y- gi (also die Funktionenfolge f,, = > 7 _o 9x)
gleichmdj$tg und punktweise absolut gegen eine Funktion

f+ T — K.
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Beweis. Sei x € T. Wegen |gx(z)| <|| gk || ist aufgrund des Majoranten-
kriteriums die Reihe ) ;7 |gx(z)| absolut konvergent, und das bedeutet,
dass die Funktionenreihe ) ,° ; g5 punktweise absolut konvergiert. Wir setzen

fo(x) =1 _o gk(z) und
flx) = gil2).

Wir wollen zeigen, dass die Funktionenfolge f, gleichmifig gegen f kon-
vergiert. Dazu sei ¢ > 0 vorgegeben. Aufgrund des Cauchy-Kriteriums fiir

Reihen gibt es ein ng mit
(e.)

S [lgell< e

k=n+1
fiir alle n > ng. Damit haben wir fiir n > ng insgesamt die Abschétzung

fal@) = f@)] = | D a@)| < Y lg@)] < D0 Nl < e

16.3. Konvergenz von Potenzreihen.

Es seien ¢,, n € N, komplexe Zahlen und a € C. Wir betrachten die Funk-
tionenfolge f, mit

fa: C—C, z+— ch(z —a)k.
k=0
Fiir jedes z € C ist dies eine Potenzreihe in z — a. Im Folgenden werden wir
auch die Funktionenreihe Y ;7 cx(z — a)* mit variablem z als Potenzreihe
bezeichnen. Dabei heifit a der Entwicklungspunkt der Potenzreihe. Im Allge-
meinen konvergiert diese Funktionenreihe weder punktweise auf ganz C noch
gleichméfig. Wir werden aber sehen, dass hiufig auf geeigneten Teilmengen
T C C gleichméBige Konvergenz vorliegt.

Lemma 16.7. Es sei (cy), oy eine Folge komplexver Zahlen und a € C. Die
Potenzreihe

F2) =Y ez — )"

sei fiir eine komplexe Zahl z = b, b # a, konvergent. Dann ist fiir jeden reellen
Radius r mit 0 < r < |b—a| die Potenzreihe f(z) auf der abgeschlossenen
Kreisscheibe B (a,r) punktweise absolut und gleichmdfig konvergent.

Beweis. Wir werden Satz 16.6 auf ' = B (a,r) anwenden. Wegen der Kon-
vergenz fir z = b sind die Summanden ¢, (b — a)” nach Lemma 9.5 eine
Nullfolge, d.h. es gibt insbesondere ein M > 0 mit

|en(b —a)"[ < M
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fiir alle n € N. Daher gelten fiir jedes z € B (a,r) die Abschétzungen

n n r n
< M[{—] .
=)

F-alt ooy,
< 1. Daher liegen rechts die Summanden

" " z—a
len(z = )" = len(b = a)"] -

—a b—a

,
|b—al
einer nach Satz 9.13 konvergenten geometrische Reihe vor. Deren Grenzwert

liefert eine obere Schranke fiir die Reihe der Supremumsnormen. U

Dabei ist nach Voraussetzung

Definition 16.8. Fiir eine Potenzreihe

Z Cn(z —a)"

heifit
sup (|b —a|,b € C, Z cn(b—a)" konvergiert)

n=0
der Konvergenzradius der Potenzreihe. Das ist eine nichtnegative reelle Zahl
oder = oo.

Jede Potenzreihe hat also grundsatzlich das gleiche Konvergenzverhalten: Es
gibt eine Kreischeibe (die eben durch den Konvergenzradius bestimmt ist,
wobei die Extremfille r = 0 und r = oo erlaubt sind) um den Entwicklungs-
punkt, in deren Innerem die Potenzreihe konvergiert und so, dass sie aufler-
halb davon in keinem Punkt konvergiert. Nur auf dem Rand der Kreisscheibe
kann alles mogliche passieren. Der Fall » = 0 ist nicht sehr interessant. Bei
positivem Konvergenzradius (einschlielich dem Fall r = 0o) sagt man auch,
dass die Potenzreihe konvergiert.

Korollar 16.9. Es se:
1) =3 enlz—a)”
n=0
eine Potenzreihe mit einem positiven Konvergenzradius r. Dann stellt die
Potenzreihe f(z) auf der offenen Kreisscheibe U (a,r) eine stetige Funktion
dar.

Beweis. Jeder Punkt z € U (a, r) liegt im Innern einer abgeschlossenen Kreis-
scheibe B (a, s) C U (a,r) mit s < r. Auf dieser abgeschlossenen Kreisscheibe
ist die Potenzreihe nach Lemma 16.7 gleichméBig konvergent, daher ist nach
Lemma 16.4 die Grenzfunktion stetig. U

Korollar 16.10. Die Ezxponentialrethe und die trigonometrischen Reihen
Sinus und Kosinus besitzen einen unendlichen Konvergenzradius, und die
komplexe Exponentialfunktion, die komplexe Sinusfunktion und die komplexe
Kosinusfunktion sind stetig.

Beweis. Dies folgt aus Satz 15.5 und Korollar 16.9. U
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Korollar 16.11. Fiir die (durch die Exponentialreihe definierte) reelle Ez-
ponentialfunktion
R— R, z+—— exp z,
gilt
exp = (exp 1)*.

Beweis. Dies folgt aus Satz 15.7, aus Korollar 16.10 und aus Aufgabe 14.17.
d

n

Die reelle Zahl exp 1 = 3>, 1/n! stimmt mit der als e = lim,, o, (1 + %)
eingefiihrten eulerschen Zahl iiberein, was wir aber noch nicht bewiesen ha-
ben. Aufgrund dieses Sachverhaltes und der vorstehenden Aussage schreiben
wir haufig e* = exp 2, und zwar auch fiir komplexe Argumente.

16.4. Der Identititssatz fiir Potenzreihen.

Lemma 16.12. Es seien f =Y~ ja,z" und g = >~ b,2" Potenzreihen
mit positiven Konvergenzradien, deren Minimum r sei. Dann gelten folgende
Aussagen.

(1) Die Potenzreihe Y ", cn2™ mit ¢, = an+by, ist konvergent auf U (0, )
und stellt dort die Summenfunktion f + g dar.

(2) Die Potenzreihe Y~ dnz" mit d,, = Y ;o a;ib,_; ist konvergent auf
U (0,7) und stellt dort die Produktfunktion fg dar.

Beweis. Siehe Aufgabe 16.10. O

Satz 16.13. Es seien f = >~ a,2" und g = Y .~ b,2" Potenzreihen
mit positiven Konvergenzradien und derart, dass es ein € > 0 gibt, dass die
dadurch definierten Funktionen

frg: U(0,¢e) — K

tibereinstimmen. Dann ist a,, = b, fir alle n € N.

Beweis. Wir betrachten die Differenzreihe h = f — g = > "7 ¢,2" mit ¢, =
a,, — b,. Deren zugehorige Funktion ist nach Voraussetzung und nach Lemma
16.12 (1) auf U (0,¢) die Nullfunktion. Nach Aufgabe 16.14 ist daher ¢,, = 0,
also a,, = b, O
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16. ARBEITSBLATT

16.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 16.1. Es sei (2,,),,oy eine konvergente Folge in R. Wir betrachten
auf einem reellen Intervall [a, b] die Funktionenfolge
fa: [a,0] — R, t —> ta,.

Zeige, dass diese Funktionenfolge gleichméflig konvergiert, und bestimme die
Grenzfunktion.

Aufgabe 16.2. Es sei (), eine konvergente Folge in R. Wir betrachten
die Funktionenfolge

fo: R— R, t —> tx,.
Zeige, dass diese Funktionenfolge punktweise, aber im Allgemeinen nicht
gleichméBig konvergiert. Was ist die Grenzfunktion?

Aufgabe 16.3.*
Sei T' eine Menge und seien

fo: T — K
und

gn: T'— K

zwei gleichméflig konvergente Funktionenfolgen. Zeige, dass auch die Sum-
menfolge
fotgn: T — K t— fu(t) + ga(t),

gleichméBig konvergent ist.

Aufgabe 16.4. Zu n € N betrachten wir die Funktionen
fo: R— R, 2 +— f(x),

die durch

0, firz <0,

nx fir 0 <z < 1/n,

2 —nxfir 1/n <z <2/n,

0, firz>2/n.

definiert sind. Zeige, dass diese Funktionen stetig sind, und dass diese Funk-
tionenfolge punktweise, aber nicht gleichméfig gegen die Nullfunktion kon-
vergiert.

fn(x) =
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Aufgabe 16.5.*
Man gebe ein Beispiel einer Funktionenfolge
fn: R—R

derart, dass sdmtliche f, nicht stetig sind, die Funktionenfolge aber gleich-
méafig gegen eine stetige Grenzfunktion konvergiert.

Aufgabe 16.6. Es sei T eine Menge und
M=A{f:T—C| || fllr< oo}

die Menge der beschréankten komplexwertigen Funktionen auf T'. Zeige, dass
M ein komplexer Vektorraum ist.

Aufgabe 16.7. Es sei (), €ine Folge von komplexen Zahlen und >
c, 2" die zugehorige Potenzreihe. Zeige, dass deren Konvergenzradius mit dem
Konvergenzradius der um a € C ,verschobenen* Potenzreihe

Z cn(z —a)"

n=0

iibereinstimmt.

Aufgabe 16.8.*

Bestimme, fiir welche komplexe Zahlen z die Reihe

o
g n"z"
n=0

konvergiert.

Aufgabe 16.9. Zeige, dass die Exponentialreihe auf C nicht gleichméfig
konvergiert.

Aufgabe 16.10. Es seien f =) > ja,2" und g = >~ b,2" Potenzreihen
mit positiven Konvergenzradien, deren Minimum r sei. Zeige die folgenden
Aussagen.

(1) Die Potenzreihe )~ ¢,2" mit ¢, = a,+b, ist konvergent auf U (0, )
und stellt dort die Summenfunktion f + ¢ dar.

(2) Die Potenzreihe Y >°  d,z" mit d,, = > a;b,—; ist konvergent auf
U (0,7) und stellt dort die Produktfunktion fg¢ dar.



169

16.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 16.11. (4 Punkte)
Betrachte die Funktionenfolge
fo: I — R, 2 —> /™,

Zeige, dass diese Folge fiir I = R, punktweise konvergiert, und untersuche
die Folge auf gleichméfiige Konvergenz fiir die verschiedenen Definitionsmen-
gen

1
I =R, Ry, [1,00], [3,5], 10,1}, [0,1].

Aufgabe 16.12. (4 Punkte)

Betrachte die Potenzreihe

(e} n

x
F .
n=1
Zeige, dass diese Potenzreihe den Konvergenzradius 1 besitzt, und dass die
Reihe noch fiir alle € C, |z| = 1, konvergiert.

Aufgabe 16.13. (4 Punkte)
Es sei T eine Menge und
M =A{f:T = C| || fllr< oo}

die Menge der beschréankten komplexwertigen Funktionen auf T'. Zeige, dass
die Supremumsnorm auf M folgende Eigenschaften erfiillt.

(1) || f]|= 0 fiir alle f € M.
(2) || f]|= 0 genau dann, wenn f = 0 ist.
(3) Fiir A € Cund f € M gilt

ML= AL LA
(4) Fiir g, f € M gilt

g+ FlI<Ilgll + 1] -

Aufgabe 16.14. (4 Punkte)

Es sei
o0

Z 2"

n=0
eine Potenzreihe, die fiir ein ¢ > 0 auf U (0,¢) konvergiere und dort die
Nullfunktion darstelle. Zeige, dass dann ¢, = 0 fiir alle n € N ist (d.h. die
Potenzreihe ist die Nullreihe).
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Aufgabe 16.15. (5 Punkte)
Sei d € N und sei fiir jedes i € {0,...,n} eine konvergente Folge

(Cin>neN

in C gegeben, deren Limes mit ¢; bezeichnet sei. Wir betrachten die Folge
(fn)nen von Polynomen vom Grad < d, die durch

d d—1 2
fr = CanT® + Cao122" 7 F - F ConT” + Crpx + Cop

definiert sind. Zeige, dass diese Funktionenfolge auf jeder kompakten Kreis-
scheibe B (0,7) gleichméBig gegen

d d—1 2
f=cagx®+cq 12" + -+ " + c1x + ¢

konvergiert.

17. VORLESUNG - ENTWICKLUNGSSATZ

17.1. Logarithmen.

Satz 17.1. Die reelle Exponentialfunktion

R — R, x +— exp z,
ist stetig und stiftet eine Bijektion zwischen R und R, .
Beweis. Die Stetigkeit folgt aus Korollar 16.10. Nach Korollar 15.8 (4) liegt
das Bild in R, und ist nach dem Zwischenwertsatz ein Intervall. Die Un-
beschranktheit des Bildes folgt aus Korollar 15.8 (3), woraus wegen Korol-
lar 15.8 (2), folgt, dass auch beliebig kleine positive reelle Zahlen zum Bild

gehoren. Daher ist das Bild gleich R . Die Injektivitat ergibt sich aus Korol-
lar 15.8 (6). O

Definition 17.2. Der natiirliche Logarithmus

In: Ry — R, 2+— In z,
ist als die Umkehrfunktion der reellen Exponentialfunktion definiert.
Satz 17.3. Der natiirliche Logarithmus

In: Ry — R, 2+— Inz,

1st eine stetige, streng wachsende Funktion, die eine Bijektion zwischen R,
und R stiftet. Daber gilt

In(z-y) = lnz+Iny
fiir alle z,y € R,.

Beweis. Dies folgt aus Satz 17.1, Satz 13.5, Satz 15.7 und Korollar 15.8. [J
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1 | | / ]
%
e I, | 1

-3 2 -1 ] 1 2 3

Die Exponentialfunktionen fiir verschiedene Basen

Definition 17.4. Zu einer positiven reellen Zahl b > 0 definiert man die
Exponentialfunktion zur Basis b von z € C als

b* :=exp(zInb).

Aufgabe 17.1 zeigt, dass fiir reelle Argumente diese Definition mit der aus
der 14ten Vorlesung iibereinstimmt.
Satz 17.5. Fir die Fxponentialfunktionen

C—C, z+——a

zur Basis a € Ry gelten die folgenden Rechenregeln (dabei seien a,b € R,
und z,w € C, bei (4) sei zusdtzlich z € R).

(1) a*™ =a®-a¥
) ==

(3) (ab)® = a®b*
(4) (@) = o=

g

Beweis. Siehe Aufgabe 17.2.
Definition 17.6. Zu einer positiven reellen Zahl b > 0 wird der Logarithmus

zur Basis b von x € Ry durch
In x

| =
08y ¥ In b

definiert.
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Logarithmen zu verschiedenen Basen

Satz 17.7. Die Logarithmen zur Basis b erfiillen die folgenden Rechenregeln.

(1) Es ist log,(b*) = x und b'°%W) =y das heifit der Logarithmus zur
Basis b ist die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion zur Basis b.
(2) Es gilt logy(y - z) = log, y + log, 2
(3) Es gilt logy y* = u - logy y fiir u € R.
(4) Es gilt
log,y = log, (V") = log,y - log, b.

Beweis. Siehe Aufgabe 17.3. g

17.2. Summierbarkeit.

Bei einer Reihe sind die aufzusummierenden Glieder durch die natiirlichen
Zahlen geordnet. Haufig kommt es vor, dass diese Ordnung veréndert wird.
Dafiir ist es sinnvoll, einen Summationsbegriff zu besitzen, der unabhéngig
von jeder Ordnung der Indexmenge ist. Wir werden diese Theorie nicht sy-
stematisch entwickeln, sondern nur den grofien Umordnungssatz beweisen,
den wir sogleich fiir das Entwickeln einer Potenzreihen in einem neuen Ent-
wicklungspunkt benotigen. Die Familie sei als a; , ¢ € I, gegeben. Fiir jede
endliche Teilmenge E C I kann man die zugehorigen Glieder aufsummieren,

und wir setzen
ag = Z a;.
i€E
Eine sinnvolle Aufsummierung der gesamten Familie muss auf diese endlichen
Teilsummen ap Bezug nehmen.

Definition 17.8. Sei [ eine Indexmenge und a;, ¢ € I, eine Familie von
komplexen Zahlen. Diese Familie heifit summierbar, wenn es ein s € C gibt
mit folgender Eigenschaft: Zu jedem ¢ > 0 gibt es eine endliche Teilmenge
Ey C I derart, dass fiir alle endlichen Teilmengen E C [ mit Fy C E die
Beziehung
lap — s| <€

gilt. Dabei ist ag = ) ;. @;. Im summierbaren Fall heiit s die Summe der
Familie.
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Definition 17.9. Sei I eine Indexmenge und a;, ¢ € I, eine Familie von
komplexen Zahlen. Diese Familie heifit eine Cauchy-Familie, wenn es zu je-
dem € > 0 eine endliche Teilmenge Ey C I derart gibt, dass fiir jede endliche
Teilmenge D C I mit Ey N D = () die Beziechung

lap| < e
gilt. Dabei ist ap = Y, ai.

Lemma 17.10. Sei [ eine Indexmenge und a;, © € I, eine Familie von
komplexen Zahlen. Dann ist die Familie genau dann summierbar, wenn sie
eine Cauchy-Familie ist.

Beweis. Sei zunéchst die Familie summierbar mit der Summe s, und sei € > 0
vorgegeben. Zu €/2 gibt es eine endliche Teilmenge Ey C I derart, dass fiir
alle endlichen Mengen E C I mit Ey C E die Abschitzung |ag — s| < €/2
gilt. Fiir jede zu Ej disjunkte endliche Teilmenge D gilt dann

‘(ID—FG/EO —S—GEO—FS‘
‘CLD +CLE0 — S’ + |aE0 — S|
€/2+¢€/2

€,

lap]

A IA

so dass die Cauchy-Bedingung erfiillt ist. Sei nun a; , ¢ € I, eine Cauchy-
Familie. Wir brauchen zunéchst einen Kandidaten fiir die Summe. Fiir jedes
n € N gibt es eine endliche Teilmenge E,, C I derart, dass fiir jede endliche
Teilmenge D C [ mit E, N D = () die Abschitzung |ap| < 1/n gilt. Wir
kénnen annehmen, dass F, C F, . fiir alle n gilt. Wir setzen

Ty = ag, = E Q;.

i€E,
Fir £k > m > n gilt

S Y

1€E} 1€Em

|z — x| = = ’aEk\Em’ < 1/m < 1/n,

da die Menge Ej \ E,, disjunkt zu £, ist. Daher ist (2,),.y eine Cauchy-
Folge und somit wegen der Vollstandigkeit von C konvergent gegen ein s € C.
Wir behaupten, dass die Familie summierbar ist mit der Summe s. Sei dazu
ein € > 0 vorgegeben. Es gibt n € Ny mit 1/n < ¢/2. Dann ist wegen der
Folgenkonvergenz |z, — s| < €/2. Fiir jedes endliche E O E,, schreiben wir
E = E,UD mit £, N D = (. Damit gelten die Abschiitzungen

lag, +ap — s|
lag, — s+ |ap
€/2+¢/2

€.

lag — s|

A IAC
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Korollar 17.11. FEs sei a; , © € I, eine summierbare Familie komplexer
Zahlen und J C I eine Teilmenge. Dann ist auch a; , 1 € J, summierbar.

Beweis. Siehe Aufgabe 17.6. O

17.3. Der grofle Umordnungssatz.

Satz 17.12. Es sei a;, 1 € I, eine summierbare Familie von komplexen
Zahlen mit der Summe s. Es sei J eine weitere Indexmenge und zu jedem
J € J sei eine Teilmenge I; C I gegeben mit UjeJIj =Tund ;NI =10
fiir j # '8 Dann sind die Teilfamilien a;, i € I;, summierbar und fiir ihre
Summen s; = Zielj a; gilt, dass die Familie sj, j € J, summierbar ist mit

S = E Sj.
jeJ

Beweis. Die Summierbarkeit der Teilfamilien folgt aus Korollar 17.11. Es
sei € > 0 vorgegeben. Da die Ausgangsfamilie summierbar ist, gibt es eine
endliche Teilmenge Fy C I mit

lap — s| <€/2

fiir alle endlichen Teilmengen £ C I mit Ey C FE. Es gibt eine endliche
Teilmenge Fy C J derart, dass

E,c L
JEFy
ist. Wir behaupten, dass dieses I fiir die Familie s; , 7 € J, die Summations-
eigenschaft fiir e erfiillt. Sei dazu F' C J mit Fy C F endlich und n = #(F).
Da die Familien a; , ¢ € I, summierbar sind mit den Summen s;, gibt es fiir
jedes j € F ein endliches Gy C I; mit
‘an — sj‘ <e€/2n

fiir alle endlichen G; C I; mit G,o C G;. Wir wihlen nun fiir jedes j € F
ein solches G so, dass zusétzlich £y N I; C G, gilt. Dann ist £y C E :=
Ujer G und daher |37, pag, —s| = 1> icpai —s| < €/2. Somit haben
wir insgesamt die Abschétzungen

Zsj—s Z(sj—agj)nLZan—s

jEF jEF jEF
< §:‘8j_a/Gj‘+ E:aGa‘_S
jJEF jJEF
< n-€/2n+ E a; — S
i€E

18D h. die I; bilden eine disjunkte Vereinigung von I.
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n-e/2n+¢€/2
€.

A

17.4. Der Entwicklungssatz fiir Potenzreihen.

Satz 17.13. Es sei

o0

f= ch(z —a)"

n=0
eine konvergente Potenzreihe mit dem Konvergenzradius R > 0 und sei b €
U (a, R). Dann gibt es eine konvergente Potenzreihe

h = idi(z —b)
=0

mit Entwicklungspunkt b und mit einem Konvergenzradius s > R—|a —b| > 0
derart, dass die durch diese beiden Potenzreihen dargestellten Funktionen auf
U (b, s) dbereinstimmen. Die Koeffizienten von h sind

o0

=Y (7;) cn(b — a)"

n=1

und insbesondere ist

dy = chn(b —a)" !
n=1

Beweis. Zur Notationsvereinfachung sei a = 0, b € U (0,R) und z € U
(b, R — |b]). Wir betrachten die Familie

Wir zeigen zuerst, dass diese Familie summierbar ist. Dies folgt aus der
Abschitzung (unter Verwendung von Aufgabe 17.14)

o) -0 < > (Z (7)o |b|’“‘)

n=0

N
= > leal (|2 =0l + [b)"
n=0

und daraus, dass wegen |z — b| + |b| < R geméfl Lemma 16.7 die rechte Seite
fiir beliebiges N beschrankt ist. Wegen der Summierbarkeit gelten aufgrund
des groflen Umordnungssatzes die Gleichungen

f(z) = cp2"”

n=0
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=0 n=u
= Y di(z—b)
i=0

17. ARBEITSBLATT

17.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 17.1. Sei b > 0 eine positive reelle Zahl. Zeige fiir jedes = € R die
Gleichheit
b* =exp(xz-Inb) .

Aufgabe 17.2. Zeige, dass fiir die Exponentialfunktionen
C—C, z+—a?

zur Basis a € R, die folgenden Rechenregeln gelten (dabei seien a,b € R
und z,w € C, bei (4) sei zusatzlich z € R).

(

(2) a7 = &
(3) (ab)* = a®b*
(4) (az)'w — azw'

Aufgabe 17.3. Zeige, dass die Logarithmen zur Basis b die folgenden Re-
chenregeln erfiillen.

(1) Es ist log, (b*) = x und b°&® =y das heifit der Logarithmus zur
Basis b ist die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion zur Basis b.
(2) Es gilt log,(y - z) = log, y + log, 2
(3) Es gilt log, y* = u - log, y fiir u € R.
(4) Es gilt
log,y = log, (blogby) = log, y - log, b.
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Aufgabe 17.4. Seien b,d > 0. Zeige

limy_,0 0% = 0.

Aufgabe 17.5. Es sei (2,),,cy eine konvergente Folge komplexer Zahlen mit
dem Grenzwert z und (ay),,oy €ine konvergente Folge positiver reeller Zahlen
mit dem positiven Grenzwert a. Zeige, dass die durch w, = a?* definierte
Folge gegen a* konvergiert.

Aufgabe 17.6. Es sei (2,),,.y eine konvergente Folge komplexer Zahlen mit
dem Grenzwert z und (a,), oy eine konvergente Folge positiver reeller Zah-
len mit dem Grenzwert 0. Zeige durch Beispiele, dass die durch w, = a’»
definierte Folge nicht konvergieren muss.

Aufgabe 17.7. Es sei a;, © € I, eine summierbare Familie komplexer Zah-
len und J C I eine Teilmenge. Zeige, dass auch die Teilfamilie a;, i € J,
summierbar ist.

Aufgabe 17.8. Sei [ eine Indexmenge und a;, ¢ € I, eine Familie von kom-
plexen Zahlen. Die Betragsfamilie |a;|, i € I, sei summierbar. Zeige, dass a;,
t € I, summierbar ist.

Aufgabe 17.9. Sei [ eine Indexmenge und a;, ¢ € I, eine Familie von kom-
plexen Zahlen. Zeige, dass diese Familie genau dann summierbar ist, wenn

die Familie
>

S

lap| = ,E C I, E endlich,

nach oben beschrankt ist.

Aufgabe 17.10. Sei z € C, |z| < 1. Zeige, dass die Familie
22 (k,0) € N?,

summierbar ist.

Aufgabe 17.11. Sei z € C, |z| < 1. Berechne zur summierbaren Familie
228 (k,0) € N?,

Sk = Z PaAs
¢eN
zu jedem k € N und berechne ), _ .

die Teilsummen
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Aufgabe 17.12. Sei z € C, |z| < 1. Zu j € Z sei
I, = {(k,é) ENQ\k—Ezj} .
Berechne zu jedem j € Z zur summierbaren Familie
2Rt (k,0) € N2,

tj: Z Zsz
(

k,f)EIj

die Teilsummen

und berechne »;,t;.

Aufgabe 17.13.*
Bestimme, ob die Familie

1
?qu(@m[273]7

summierbar ist oder nicht.

Aufgabe 17.14. Schreibe das Polynom
72— (2+0)2°+3iZ+4—5i
in der neuen Variablen W = 7 + 2 — 1.

Aufgabe 17.15. Bestimme die Koeffizienten dy, .
Reihe im Entwicklungspunkt %

..,d3 der geometrischen

(Fiir dy ist es hilfreich, eine Formel fiir >~ 7, 2" aufzustellen. Fiir dy, d3 wird
die Aufsummierung ziemlich kompliziert. Mit dem Ableitungskalkiil haben
wir bald eine einfache Moglichkeit, diese Koeffizienten auszurechnen. Dieser
beruht fiir Potenzreihen allerdings auf dem Entwicklungssatz.)

17.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 17.16. (4 Punkte)

Sei ag, k € N, eine Familie von komplexen Zahlen. Zeige, dass diese Familie

genau dann summierbar ist, wenn die Reihe

o0

>

k=0
absolut konvergiert.
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Aufgabe 17.17. (5 Punkte)

Es sei M C N, diejenige Teilmenge der natiirlichen Zahlen, die aus allen
Zahlen besteht, in deren Dezimalentwicklung keine 9 vorkommt. Zeige, dass

>

neM
summierbar ist.
Aufgabe 17.18. (5 Punkte)
Bestimme, ob die Familie
praTL a,b€ Ny,

summierbar ist oder nicht.

Aufgabe 17.19. (5 Punkte)

Es sei I eine Indexmenge und a;, ¢ € I, eine summierbare Familie von nicht-
negativen reellen Zahlen. Zeige, dass die Teilmenge

abzahlbar ist.

Aufgabe 17.20. (3 Punkte)

Bestimme die Koeffizienten dy, . . . , dg der Exponentialreihe im Entwicklungs-
punkt 1.

18. VORLESUNG - DIFFERENZIERBARKEIT

18.1. Differenzierbare Funktionen.
In dieser Vorlesung betrachten wir Funktionen
f: D—K,

wobei D C K eine offene Menge in K ist. Das ist eine Menge derart, dass es
zu jedem a € D auch eine offene Umgebung U (a,r), r > 0, gibt, die ganz in
D liegt. Typische Beispiele sind D =K, U (a,r), K\ {ai,...,a,}.
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Xy \.

Definition 18.1. Sei D C K offen, a € D ein Punkt und
f: D—K
eine Funktion. Zu x € D, x # a, heifit die Zahl
f(x) — f(a)
r—a

der Differenzenquotient von f zu a und z.

Der Differenzenquotient ist die Steigung der Sekante am Graph durch die
beiden Punkte (a, f(a)) und (z, f(z)). Fir z = a ist dieser Quotient nicht
definiert. Allerdings kann ein sinnvoller Limes fiir + — a existieren. Dieser
reprasentiert dann die Steigung der Tangente.

Definition 18.2. Sei D C K offen, a € D ein Punkt und

f: D—K
eine Funktion. Man sagt, dass f differenzierbar in a ist, wenn der Limes
. flx) — fla
hmazED\{a},x%a M
r—a

existiert. Im Fall der Existenz heif3it dieser Limes der Differentialquotient oder
die Ableitung von f in a, geschrieben

f'(a).

Die Ableitung in einem Punkt a ist, falls sie existiert, ein Element in K.
Héufig nimmt man die Differenz h = x — a als Parameter fiir den Limes des
Differenzenquotienten, und lésst h gegen 0 gehen, d.h. man betrachtet

fla+h) = fla)
. :
Die Bedingung = € D \ {a} wird dann zu a +h € D, h # 0.

limy, o

Beispiel 18.3. Es seien s, ¢ € K und sei

a: K— K, z+—— sz+c¢,
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eine sogenannte affin-lineare Funktion. Zur Bestimmung der Ableitung in
einem Punkt a € K betrachtet man

(sx4c)—(sa+c) s(xz—a)

= S.
T —a r—a

Dies ist konstant gleich s, so dass der Limes fiir x gegen a existiert und gleich
s ist. Die Ableitung in jedem Punkt existiert demnach und ist gleich s. Die
Steigung der affin-linearen Funktion ist also die Ableitung.

Beispiel 18.4. Wir betrachten die Funktion
f: K—K, z— 22
Der Differenzenquotient zu a und a + h ist

fla+h) - f(a) (a+h)*—a’
h

h
a’® + 2ah + h? — a?

h
2ah + h?

h
= 2a+h.
Der Limes davon fiir h gegen 0 ist 2a. Die Ableitung ist daher f'(a) = 2a.

18.2. Lineare Approximierbarkeit.

Satz 18.5. Set D C K offen, a € D ein Punkt und
f: D—K

eine Funktion. Dann ist f in a genau dann differenzierbar, wenn es ein s € K
und eine Funktion

r: D—K

gibt mit r stetig in a und r(a) = 0 und mit
f(x) = fla) + s(z —a) +r(z)(x—a).

Beweis. Wenn f differenzierbar ist, so setzen wir s := f’(a). Fiir die Funktion
r muss notwendigerweise

Tr—a

r(z) = {—f(z)_f(a) —sfirz #a,

0flirzr=a,

gelten, um die Bedingungen zu erfiillen. Aufgrund der Differenzierbarkeit
existiert der Limes

(CELOEN

hm:c—m,xED\{a} T(,I) - hmx—m,xED\{a} < I —a
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und hat den Wert 0. Dies bedeutet, dass r in a stetig ist. Wenn umgekehrt
s und r mit den angegebenen Eigenschaften existieren, so gilt fiir x # a die

Beziehung
f(x)—f(a) :S+T($).
T —a
Da r stetig in a ist, muss auch der Limes links fiir x — a existieren. U

Die in diesem Satz formulierte Eigenschaft, die zur Differenzierbarkeit dqui-
valent ist, nennt man auch die lineare Approximierbarkeit. Die affin-lineare
Abbildung

D — K, z+— f(a) + f'(a)(z — a),
heifit dabei die affin-lineare Approximation. IThr Graph heiflt die Tangente an
f im Punkt a. Die durch f(a) gegebene konstante Funktion kann man als
konstante Approximation ansehen.

Korollar 18.6. Sei D C K offen, a € D ein Punkt und
f: D—K

eine Funktion, die 1m Punkt a differenzierbar sei. Dann ist f stetig in a.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 18.5. O

18.3. Ableitungsregeln.
Lemma 18.7. Sei D C K offen, a € D ein Punkt und
f,g: D —K

zwei Funktionen, die in a differenzierbar seien. Dann gelten folgende Diffe-
renzierbarkeitsregeln.

(1) Die Summe f + g ist differenzierbar in a mit
(f +9)(a) = f(a) + 4'(a).
(2) Das Produkt f - g ist differenzierbar in a mit
(f - 9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).
(3) Fiir c € K ist auch cf in a differenzierbar mit
(cf)(a) = cf'(a).
(4) Wenn g keine Nullstelle in D besitzt, so ist 1/g differenzierbar in a
mit )
1 —9'(a)
-] (a) = ——.
(5) @ =G

(5) Wenn g keine Nullstelle in D besitzt, so ist f/g differenzierbar in a
mat

(f/9)'(a) =
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Beweis. (1). Wir schreiben f bzw. g mit den in Satz 18.5 formulierten Ob-
jekten, also
f(@) = fla) +s(x —a) +r(z)(z —a)
und
g(x) =g(a)+ 5(x —a) +7(x)(x —a).
Summieren ergibt

f(@) +g(x) = fla) + g(a) + (s + 8)(x — a) + (r +7)(z)(z — a).
Dabei ist die Summe 7 + 7 wieder stetig in @ mit dem Wert 0. (2). Wir gehen
wieder von

f(z) = fla) + s(z — a) + r(z)(z — a)
und
9(x) = g(a) + 5(x — a) + 7(z)(z — a)
aus und multiplizieren die beiden Gleichungen. Dies fiihrt zu

f(x)g(x) = (f(a)+s(z —a) +r(z)(z - a))
(9(a) +5(x —a) + 7(z)(x — a))
= fla)g(a) + (sg(a) + 5f(a))(z — a)
+(f(a)F(x) + gla)r(x) + s5(x — a)
+s7(z)(x — a) + 5r(z)(z — a) + r(z)F(z)(x — a))(z — a).
Aufgrund von Lemma 12.10 fiir Limiten ist die aus der letzten Zeile ablesbare
Funktion stetig mit dem Wert 0 fiir z = a. (3) folgt aus (2), da eine konstante
Funktion differenzierbar ist mit Ableitung 0. (4). Es ist

T—a g(a)g(x) T—a
Da g nach Korollar 18.6 stetig in a ist, konvergiert fiir z — a der linke
Faktor gegen —ﬁ und wegen der Differenzierbarkeit von ¢ in a konvergiert

1
oz gla) —1  g(z) —g(a)

der rechte Faktor gegen ¢'(a). (5) folgt aus (2) und (4). O
u.d:v Audy
Av !
v v +—vAu
™ Ay

FEine Veranschaulichung der Produktregel: Der Zuwachs eines Flidcheninhalts
entspricht der Summe der beiden Produkte aus Seitenldnge und
Seitenldngezuwachs. Fiir den infinitesimalen Zuwachs ist das Produkt der beiden
Seitenléingenzuwéchse irrelevant.
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Korollar 18.8. FEine Polynomfunktion
f=co+cz4+c2t+es22+ -+ 12"+ 2"

ist in jedem Punkt differenzierbar, und fir die Ableitung gilt

fl(2)=c1+2c2 +3c32* + -+ (n—1)cp12" 2 +nc, 2" b

Beweis. Dies folgt aus Lemma 18.7. O
Satz 18.9. Seien D und E offene Mengen in K und seien
f: D—K

und
g: FE—K

Funktionen mit f(D) C E. Es sei f in a differenzierbar und g seiinb = f(a)
differenzierbar. Dann ist auch die Hintereinanderschaltung

gof: D—K
in a differenzierbar mit der Ableitung
(go f)(a) =g'(f(a))- f'(a).
Beweis. Aufgrund von Satz 18.5 kann man

f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + r(z)(z —a)
und

9(y) = 9(f(a)) + ¢'(f(a))(y — f(a)) + s(y)(y — f(a))
schreiben. Daher ergibt sich

g(f(x))

[
Q
—~
~

N TN

S
S—
S— —r

—-

Q\

—~
\1\’3

Die hier ablesbare Restfunktion

t(z) == g'(f(a))r(x) + s(f(2)(f'(a) + r(x))

ist stetig in a mit dem Wert 0. U
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Eine Veranschaulichung fiir die Ableitung der Umkehrfunktion. Die
Umkehrfunktion besitzt den an der Hauptdiagonalen gespiegelten Graphen und
die Tangente wird mitgespiegelt.

Satz 18.10. Seien D und E offene Mengen in K und sei
f:D—F
eine bijektive stetige Funktion mit einer stetigen Umkehrfunktion
" E—D

Es sei f in a € D differenzierbar mit f'(a) # 0. Dann ist auch die Umkehr-
funktion f~' in b= f(a) differenzierbar mit
1 1

U0 = 5w~ T

Beweis. Wir betrachten den Differenzenquotienten

) —f'0) 'y —a

y—=b  y=b
und miissen zeigen, dass der Limes fiir y — b existiert und den behaupteten
Wert annimmt. Sei dazu (y,,),,cy €ine Folge in £\ {b}, die gegen b konvergiert.
Aufgrund der vorausgesetzten Stetigkeit von f~! konvergiert auch die Folge
mit den Gliedern z,, := f~'(y,) gegen a. Wegen der Bijektivitit ist x, # a
fiir alle n. Damit ist

-1 B _ B 1
fm L) e g wema ( fle) = f@)) T
n—00 Yn — b n—00 f(l‘n) — f(a) n—00 T, — Q
wobei die rechte Seite nach Voraussetzung existiert. H

Beispiel 18.11. Die Funktion
f71: R+ —>R+, T +— \/E,
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ist die Umkehrfunktion der Funktion f mit f(z) = 2? (eingeschrinkt auf
R, ). Deren Ableitung in einem Punkt a ist f'(a) = 2a. Nach Satz 18.10 gilt
daher fiir b € R, die Beziehung

Die Funktion
Y R—R, xl—>x%,
ist die Umkehrfunktion der Funktion f mit f(z) = 2® Deren Ableitung in a

ist f'(a) = 3a?, dies ist fiir a # 0 von 0 verschieden. Nach Satz 18.10 ist fiir
b # 0 somit

Im Nullpunkt ist f~! nicht differenzierbar.
18.4. Hohere Ableitungen.

Definition 18.12. Sei D C K offen und
f: D—K

eine Funktion. Man sagt, dass f differenzierbar ist, wenn fiir jeden Punkt
a € D die Ableitung f'(a) von f in a existiert. Die Abbildung

f+ D—K, z+— f(2),
heifit die Ableitung (oder Ableitungsfunktion) von f.
Definition 18.13. Es sei D C K offen und
f: D—K

eine Funktion. Man sagt, dass f n-mal differenzierbar ist, wenn f (n—1)-mal
differenzierbar ist und die (n — 1)-te Ableitung £~V differenzierbar ist. Die
Ableitung

FO(z) = (F"V)(2)

nennt man dann die n-te Ableitung von f.
Definition 18.14. Sei D C K offen und
f: D—K

eine Funktion. Man sagt, dass f n-mal stetig differenzierbar ist, wenn f n-mal
differenzierbar ist und die n-te Ableitung (™ stetig ist.
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18. ARBEITSBLATT

18.1. Ubungsaufgaben.
Die folgende Aufgabe l6se man direkt ohne Ableitungsregeln.

Aufgabe 18.1. Bestimme die Ableitung der Funktion
f: C—C, z+— f(z) =2",

fiir jedes n € N.

Aufgabe 18.2. Bestimme die Ableitung der Funktion
f: C\ {0} — C, 2+ f(z) =2a",

fiir jedes n € Z.

Aufgabe 18.3. Bestimme die Ableitung der Funktion
f: Ry — R, z+— f(2) =z,

fiir jedes n € N,.

Aufgabe 18.4. Bestimme die Ableitung der Funktion

f: Ry — R z+— f(z) =27,

fiir jedes q € Q.

Aufgabe 18.5.*

Bestimme direkt (ohne Verwendung von Ableitungsregeln) die Ableitung der
Funktion

f: R—R, z+— f(z) =2 +22° — 52+ 3,
in einem beliebigen Punkt a € R.

Aufgabe 18.6.*
Wir betrachten die Funktion
fiR—R o+ f(z)=2"+1.

Bestimme die Tangenten an f, die lineare Funktionen sind (die also durch
den Nullpunkt verlaufen).
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Aufgabe 18.7. Zeige, dass die reelle Betragsfunktion
R— R, 2+ |2|,

im Nullpunkt nicht differenzierbar ist.

Aufgabe 18.8. Bestimme die Ableitung der Funktion
2?2 +1
3

f: C\{0} — C, 2+ f(z) =

Aufgabe 18.9. Zeige, dass die Ableitung einer rationalen Funktion wieder
eine rationale Funktion ist.

Aufgabe 18.10. Es sei f(z) = 2 +42*—1 und g(y) = y*> —y + 2. Bestimme
die Ableitung der Hintereinanderschaltung h(x) = g(f(x)) direkt und mittels
der Kettenregel.

_ y—2 ; ;
= 3 Bestimme die

)
f(z)) direkt und mittels

z+1
Ableitung der Hintereinanderschaltung h(x) =

der Kettenregel.

Aufgabe 18.11. Es sei f(x) = 224502 gy
(

Aufgabe 18.12. Zeige, dass ein Polynom P € C[X] genau dann einen Grad
< d besitzt (oder P = 0 ist), wenn die (d + 1)-te Ableitung von P das
Nullpolynom ist.

Aufgabe 18.13.*

Es seien
f,g: R— R

zwei differenzierbare Funktionen und sei
h(x) = (g(f(2)))*f(g(x)) -
a) Driicke die Ableitung A" mit den Ableitungen von f und g aus.

b) Sei nun

f(x)=2>—1und g(z) =2 +2.
Berechne h/(z) auf zwei verschiedene Arten, einerseits iiber h(z) und ande-
rerseits iiber die Formel aus Teil a).

Aufgabe 18.14. Zeige, dass die Funktion
R— R, z+— z|z|,

differenzierbar ist, aber nicht zweimal differenzierbar.
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Aufgabe 18.15. Sei I C R ein Intervall und seien f,g : I — R zwei n-mal
differenzierbare Funktionen. Zeige, dass

n

(f-g)™ = Z (Z) FH)  gn=h)

k=0

gilt.

Aufgabe 18.16. Es sei
f: C—C, z+— f(2),

ein Polynom vom Grad d > 2 und #(z) die Tangente an f im Punkt 0. Zeige
die Beziehung

f(z) —t(2) = 2°g(2)

mit einem Polynom ¢(z) vom Grad d — 2.

Aufgabe 18.17.*
Es sei
f: C—C, z+—— f(2),

ein Polynom vom Grad d > 2, w € C ein Punkt und #(z) die Tangente an f
im Punkt w. Zeige die Beziehung

f(2) = t(z) = (z —w)?g(2)

mit einem Polynom ¢(z) vom Grad d — 2.

18.2. Die Weihnachtsaufgabe fiir die ganze Familie.

Aufgabe 18.18. Welches Bildungsgesetz liegt der Folge
1, 11, 21, 1211, 111221, 312211, ...

zugrunde?

(Es wird behauptet, dass diese Aufgabe fiir Grundschulkinder sehr einfach
und fiir Mathematiker sehr schwierig ist.)
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18.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 18.19. (3 Punkte)

Bestimme die Ableitung der Funktion

> +r—1
D —C, z+— ==
/ ' /() 3 —x+2

wobei D die Menge sei, auf der das Nennerpolynom nicht verschwindet.

Aufgabe 18.20. (4 Punkte)
Bestimme, ob die komplexe Konjugation
C—C, z+—7,

differenzierbar ist oder nicht.

Aufgabe 18.21. (3 Punkte)
Sei D C K offen und seien
fi: D—>K,i:1,...,n,

differenzierbare Funktionen. Beweise die Formel

(fro-fo) = freeficrf fisr - fn
=1

Aufgabe 18.22. (4 Punkte)

Es sei P € C[X] ein Polynom, a € C und n € N. Zeige, dass P genau dann
ein Vielfaches von (X —a)™ ist, wenn a eine Nullstelle sémtlicher Ableitungen
P P P’ .. . P® D gt

Aufgabe 18.23. (4 Punkte)

Es sei
F:D—C

eine rationale Funktion. Zeige, dass F' genau dann ein Polynom ist, wenn es
eine (hohere) Ableitung mit F™ = 0 gibt.

Aufgabe 18.24. (4 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung
fi: N— N,
die dem Bildungsgesetz aus Aufgabe 18.18 entspricht.
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) Ist f wachsend?

) Ist f surjektiv?

) Ist f injektiv?

) Besitzt f einen Fixpunkt?

18.4. Die Weihnachtsaufgabe.

Aufgabe 18.25. (10 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung
fi N— N,

die dem Bildungsgesetz aus Aufgabe 18.18 entspricht. Unter einem Zykel von
f der Lénge n verstehen wir ein z € N derart, dass f"(z) = x ( f™ bezeichnet
die n-te Hintereinanderschaltung von f mit sich selbst) und f*(z) # x ist fiir
i=1,2,...,n— 1. Besitzt f Zykel der Lange n > 27

(Diese Aufgabe ist gesondert abzugeben, die Deckelregel findet fiir sie keine
Anwendung. )

19. VORLESUNG - MITTELWERTSATZ

In dieser Vorlesung untersuchen wir mit Mitteln der Differentialrechnung,
wann eine Funktion
f: I —R,

wobei I C R ein Intervall ist, (lokale) Extrema besitzt und wie ihr Wachs-
tumverhalten aussieht. Da man nur reelle Zahlen der Grofle nach miteinander
vergleichen kann, nicht aber komplexe Zahlen, muss die Wertemenge reell
sein. Die Definitionsmenge kénnte grundsétzlich beliebig sein, und wir wer-
den im zweiten Semester entsprechende Uberlegungen fiir Funktionen von R”
nach R anstellen, hier ist aber die Definitionsmenge R bzw. ein Teilintervall
davon.

Satz 19.1. Sei D C R offen und sei
f: D—R

eine Funktion, die in a € D ein lokales Extremum besitze und dort differen-
zierbar sei. Dann ist

f'(a) =0.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass f ein lokales Maximum in a besitzt. Es
gibt also ein € > 0 mit f(z) < f(a) fir alle v € [a — ¢,a + €. Es sei (s,),,cn
eine Folge mit a — € < s, < a, die gegen a (,,von unten“) konvergiere. Dann
ist der Differenzenquotient

f(sn) — fa)

Sp—

>0

— Y
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was sich dann auf den Limes, den Differentialquotienten, iibertrégt. Also ist
f'(a) > 0. Fiir eine Folge (t,),,cy mit @ + € > t, > a gilt andererseits

f(t) ~ fa) _
t, —a -
Daher ist auch f'(a) < 0 und somit ist f'(a) = 0. O

Man beachte, dass das Verschwinden der Ableitung nur ein notwendiges,
aber kein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz eines Extremums ist. Das
einfachste Beispiel fiir dieses Phiinomen ist die Funktion R — R, x + 23,
die streng wachsend ist, deren Ableitung aber im Nullpunkt verschwindet.

19.1. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung.

Satz 19.2. Seia < b und sei
f:la,b) — R

eine stetige, auf |a,b[ differenzierbare Funktion mit f(a) = f(b). Dann gibt
es ein ¢ €|a,b] mit

f'(c)=0.

Beweis. Wenn f konstant ist, so ist die Aussage richtig. Sei also f nicht
konstant. Dann gibt es ein x €]a,b[ mit f(z) # f(a) = f(b). Sagen wir,
dass f(x) groBler als dieser Wert ist. Aufgrund von Satz 13.9 gibt es ein
¢ € [a,b], wo die Funktion ihr Maximum annimmt, und dieser Punkt kann
kein Randpunkt sein. Fiir dieses ¢ ist dann f’(¢) = 0 nach Satz 19.1. O

Der vorstehende Satz heifit Satz von Rolle.
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Tongenie o c

.} e b x
Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung besagt anschaulich gesprochen, dass

es zu einer Sekante eine parallele Tangente gibt.

Der folgende Satz heifit Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Er be-
sagt beispielsweise, dass bei einem differenzierbaren Bewegungsvorgang die
Durchschnittsgeschwindigkeit mindestens einmal als Momentangeschwindig-
keit auftritt.

Satz 19.3. Seia < b und sei

f:la, 0] — R
eine stetige, auf|a, b differenzierbare Funktion. Dann gibt es ein ¢ €|a, b| mit
f(b) — f(a)
/ —
f (C) - b —a :
Beweis. Wir betrachten die Funktion
g: la,b] — R, x — f(x) — M(x —a).
—a

Diese Funktion ist ebenfalls stetig und in ]a,b| differenzierbar. Ferner ist
g(a) = f(a) und

g9(b) = f(0) = (f(b) = f(a)) = fla).

Daher erfiillt g die Voraussetzungen von Satz 19.2 und somit gibt es ein
¢ €la,b] mit ¢’(c) = 0. Aufgrund der Ableitungsregeln gilt also

iy J(0) = fla)
f(e) = e
U
Korollar 19.4. Se:
f:la, b)) — R

eine stetige, auf |a,b| differenzierbare Funktion mit f'(z) = 0 fir alle x €
la,b[. Dann ist f konstant.
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Beweis. Wenn f nicht konstant ist, so gibt es x < 2’ mit f(z) # (:c’ ) Dann

gibt es aufgrund von Satz 19.3 ein ¢, x < ¢ < 2/, mit f'(c) x2 7& O
ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Satz 19.5. Es sei I C R ein offenes Intervall und
f:I—R
eine differenzierbare Funktion. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Die Funktion f ist genau dann auf I wachsend (bzw. fallend), wenn
f'(x) >0 (bzw. f'(x) <0) ist fir alle x € I.

(2) Wenn f'(x) >0 fir alle x € I ist und f" nur endlich viele Nullstellen
besitzt, so ist f streng wachsend.

(3) Wenn f'(x) <0 fir alle v € I ist und f" nur endlich viele Nullstellen
besitzt, so ist f streng fallend.

Beweis. (1). Es gentigt, die Aussagen fiir wachsende Funktionen zu beweisen.
Wenn f wachsend ist, und x € I ist, so gilt fiir den Differenzenquotient

flx+h) — f(@)
h

fiir jedes h mit © + h € I. Diese Abschéitzung gilt dann auch fiir den Grenz-
wert, und dieser ist f’(x). Sei umgekehrt die Ableitung > 0. Nehmen wir
an, dass es zwei Punkte x < 2/ in I gibt mit f(x) > f(2'). Aufgrund des
Mittelwertsatzes gibt es dann ein ¢ mit x < ¢ < 2’ mit

>0

im Widerspruch zur Voraussetzung. (2). Es sei nun f’(z) > 0 mit nur endlich
vielen Ausnahmen. Angenommen es wire f(z) = f(2') fiir zwei Punkte z <
z’. Da f nach dem ersten Teil wachsend ist, ist f auf dem Intervall [z, 2]
konstant. Somit ist f* = 0 auf diesem gesamten Intervall, ein Widerspruch
dazu, dass f’ nur endlich viele Nullstellen besitzt. U

Korollar 19.6. Fine reelle Polynomfunktion
T R—R

vom Grad d > 1 besitzt mazrimal d—1 lokale Extrema, und die reellen Zahlen
lassen sich in mazimal d Intervalle unterteilen, auf denen abwechselnd f
streng wachsend oder streng fallend ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 19.5. U

19.2. Der zweite Mittelwertsatz und die Regel von I’Hospital.

Die folgende Aussage heifit auch zweiter Mittelwertsatz.
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Satz 19.7. Es sei b > a und seien
frg: [a,b] — R

stetige, auf |a,b| differenzierbare Funktionen mit ¢'(x) # 0 fir alle x €]a, b|.
Dann ist g(b) # g(a) und es gibt ein ¢ €]a, b[ mit

f) = fla) _ f'(c)
g(b) —gla)  g(c)

Beweis. Dies folgt aus Satz 19.2, angewendet auf die Hilfsfunktion

W) = f(a) — %gm

L’Hospital (1661-1704)

Zur Berechnung von Grenzwerten einer Funktion, die als Quotient gegeben
ist, ist die folgende Regel von [’Hospital hilfreich.

Korollar 19.8. Es sei I C R ein offenes Intervall und a € I ein Punkt. Es
seien

f,g: I — R
stetige Funktionen, die auf I\ {a} differenzierbar seien mit f(a) = g(a) =0
und mit g'(x) # 0 fir x # a. Es sei vorausgesetzt, dass der Grenzwert

w = lim EI\{ } _f/($)
G T a},x—a
g ()
existiert. Dann existiert auch der Grenzwert
f(z)

li T T TN
1 el\{a},z—a g(x)

und sein Wert ist ebenfalls w.
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Beweis. Zur Ermittlung des Grenzwertes benutzen wir das Folgenkriterium.
Es sei (y,),cy eine Folge in I\ {a}, die gegen a konvergiert. Zu jedem x,
gibt es nach Satz 19.7, angewandt auf I, := [x,,a] bzw. [a, z,], ein ¢, (im
Innern von I,,) mit

flea) = Fl@) _ f(ca)
9(xn) = gla)  g'(cn)
Die Folge (¢,), oy konvergiert ebenfalls gegen a, so dass nach Voraussetzung
f'(a)

die rechte Seite gegen Ty =W konvergiert. Daher konvergiert auch die linke
Seite gegen w, und wegen f(a) = g(a) = 0 bedeutet das, dass % gegen w

konvergiert.
Beispiel 19.9. Die beiden Polynome
32° — 5z — 2 und 2® — 42* + z + 6

haben beide fiir x = 2 eine Nullstelle. Es ist also nicht von vornherein klar,
ob der Limes
32?2 — b — 2
3 — 42?2+ +6
existiert und welchen Wert er besitzt. Aufgrund der Regel von I’'Hospital
kann man den Grenzwert iiber die Ableitungen bestimmen, und das ergibt
32?2 — bx — 2 _ 6r—5 7
B —dattaz+6 P B

hmxﬁ2

hmx—>2

7
322 -8z +1 -3 3

19. ARBEITSBLATT

19.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 19.1. Betrachte die Funktion
i R— R,
die durch
f(x) x — |x], falls |z] gerade,
xT) =
|z] —x + 1, falls [z] ungerade,

definiert ist. Untersuche f in Hinblick auf Stetigkeit, Differenzierbarkeit und
Extrema.

Aufgabe 19.2. Bestimme die lokalen und die globalen Extrema der Funk-
tion
f:[-2,5 — R, 2+ f(x) = 22° — 52° + 4o — 1.
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Aufgabe 19.3. Betrachte die Funktion
fi R—R o+ f(z) =42+ 32> — 2+ 2.

Finde die Punkte a € [—3,3] derart, dass die Steigung der Funktion in a
gleich der Gesamtsteigung zwischen —3 und 3 ist.

Aufgabe 19.4.*

Es seien

f,g: R—R

zwei differenzierbare Funktionen. Es sei a € R. Es gelte
f(a) > g(a) und f'(x) > ¢'(z) fiir alle z > a.

Zeige, dass
f(z) > g(x) fiir alle z > a gilt.

Aufgabe 19.5. Zeige, dass eine reelle Polynomfunktion
fi R—R

vom Grad d > 1 maximal d — 1 lokale Extrema besitzt, und die reellen
Zahlen sich in maximal d Intervalle unterteilen lassen, auf denen abwechselnd
f streng wachsend oder streng fallend ist.

Aufgabe 19.6. Fiihre die Details im Beweis zu Satz 19.7 aus.

Aufgabe 19.7.*

Bestimme die lokalen und globalen Extrema der Funktion

f: R—R, t— f(t) =t

Aufgabe 19.8.*
Wir betrachten die Funktion

1
f: R+—>R,xr—>f(x):1+ln$—;

a) Zeige, dass f eine stetige Bijektion zwischen R, und R definiert.

b) Bestimme das Urbild u von 0 unter f sowie f’(u) und (f~')(0). Fertige
eine grobe Skizze fiir die Umkehrfunktion f~! an.
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Aufgabe 19.9.*
Betrachte die Funktion
fiR—R, z— f(z) = 2z +3)e™™ .

Bestimme die Nullstellen und die lokalen (globalen) Extrema von f. Fertige
eine grobe Skizze fiir den Funktionsverlauf an.

Aufgabe 19.10.*
Es sei
flz)y=2+2—1.
a) Zeige, dass die Funktion f im rellen Intervall [0, 1] genau eine Nullstelle
besitzt.
b) Berechne die erste Nachkommastelle im Zehnersystem dieser Nullstelle.

¢) Man gebe eine rationale Zahl ¢ € [0,1] derart an, dass |f(q)| < 55 ist.

Aufgabe 19.11. Es sei I C R ein Intervall und es sei
D(I,R) ={f: I — R| f differenzierbar}

die Menge der differenzierbaren Funktionen. Zeige, dass D(I,R) ein reeller
Vektorraum ist und dass die Ableitung

D(I,R) — Abb (I,R), f— ',

eine lineare Abbildung ist. Bestimme den Kern dieser Abbildung und seine
Dimension.

Aufgabe 19.12. Bestimme den Grenzwert
32? — bx — 2
x3 =422+ +6

mittels Polynomdivision (vergleiche Beispiel 19.9).

hma}—)Q

Aufgabe 19.13. Bestimme den Grenzwert der rationalen Funktion

3 =222+ +4
22+

im Punkt —1.
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Aufgabe 19.14.*
Bestimme den Grenzwert von
22 — 31+ 2
B —2r+1
im Punkt 1, und zwar
a) mittels Polynomdivision,

b) mittels der Regel von I’'Hospital.

Aufgabe 19.15. Diskutiere den Funktionsverlauf der rationalen Funktion
2v — 3
S5a2 — 3w +4’

hinsichtlich Definitionsbereich, Nullstellen, Wachstumsverhalten, (lokale) Ex-
trema. Skizziere den Funktionsgraph.

f: D—R z+—— f(z) =

19.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 19.16. (3 Punkte)

Bestimme die lokalen und die globalen Extrema der Funktion

f: 4,4 —R, o+ f(x) =32" - 72* + 62 — 3.

Aufgabe 19.17. (4 Punkte)
Diskutiere den Funktionsverlauf der rationalen Funktion
322 — 22+ 1
x—4
hinsichtlich Definitionsbereich, Nullstellen, Wachstumsverhalten, (lokale) Ex-
trema. Skizziere den Funktionsgraph.

f: D—R z+— f(z) =

Aufgabe 19.18. (4 Punkte)
Es sei
fi R—R

eine Polynomfunktion vom Grad d > 1. Es sei m die Anzahl der lokalen
Maxima von f und n die Anzahl der lokalen Minima von f. Zeige, dass bei
d ungerade m = n und bei d gerade |m —n| =1 ist.
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Aufgabe 19.19. (5 Punkte)
Zeige, dass eine nichtkonstante rationale Funktion der Form

ar +b
f(x)_c:c—i-d

(mit a,b,c¢,d € R, a,c # 0), keine lokalen Extrema besitzt.

Aufgabe 19.20. (3 Punkte)
Bestimme den Grenzwert der rationalen Funktion
at +22% — 322+ 52 -5
203 —x2 —4x + 3

im Punkt 1.

20. VORLESUNG - POTENZREIHEN-ABLEITUNG

20.1. Konvexe Funktionen.

Eine konvexe Teilmenge. Eine nichtkonvexe Teilmenge.

Definition 20.1. Eine Teilmenge 7' C R" heiffit konvex, wenn mit je zwei
Punkten P, Q) € T auch jeder Punkt der Verbindungsstrecke, also jeder Punkt
der Form
rP+ (1 —r)Q mit r € [0,1],
ebenfalls zu T' gehort.
Definition 20.2. Sei 7' C R eine Teilmenge und
f+T—R

eine Funktion. Dann nennt man die Menge

S(f) ={(z,y) e T xRly < f(z)}
den Subgraph und

E(f) ={(z,y) €T xRly > f(x)}
den Epigraph der Funktion.
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Subgraph und Epigraph sind nach unten bzw. nach oben unbeschréinkt. Im
Kontext der Integrationstheorie interessiert man sich fiir den positiven Sub-
graph, der durch die z-Achse nach unten beschréinkt ist. Der Graph der
Funktion gehort sowohl zum Subgraph als auch zum Epigraph.

A

>

Der Graph und der Epigraph einer konvexen Funktion.

Definition 20.3. Sei I C R ein Intervall und
f: I —R

eine Funktion. Man sagt, dass f konvez ist, wenn der Epigraph E(f) konvex
ist.

Definition 20.4. Sei I C R ein Intervall und
f: I —R

eine Funktion. Man sagt, dass f konkav ist, wenn der Subgraph F(f) konvex
ist.

Bei beiden Begriffen muss man lediglich {iberpriifen, ob die Verbindungs-
strecke zwischen je zwei Punkten des Graphen jeweils oberhalb bzw. unter-
halb verlduft. Im differenzierbaren Fall gibt es einfache Ableitungskriterien
fiir diese Verhaltensweisen, wobei wir nur den konvexen Fall anfiihren.

Satz 20.5. Es sei I C R ein Intervall und
f: I —R

eine differenzierbare Funktion. Dann ist f genau dann eine konvexe Funktion,
wenn die Ableitung f' wachsend ist.

Beweis. Sei zunéchst f konvex und seien zwei Punkte a < b aus I gege-
ben. Es sei g : [a,b] — R die lineare Funktion, die (a, f(a)) und (b, f(b))
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verbindet. Aufgrund der Konvexitét ist f(z) < g(z) fir z € [a,b]. Fiir die
Differenzenquotienten gilt daher

f@)~ @) _ glo)— (@
Rt P 1
g —gla)

b—a
g(h) = ga)

b—=x
) —g(@)
3 f<b?1?<x>_

- b—=x

Durch Ubergang zum Limes fiir  — a bzw.  — b folgt

flay < 9 <

Sei nun f als nicht konvex vorausgesetzt und seien zwei Punkte a < b aus
I gegeben mit der Eigenschaft, dass die verbindende Gerade von (a, f(a))
und (b, f(b)) nicht vollstdndig oberhalb vom Graph von f verlduft. Es gibt
also ein ¢ € [a,b] mit g(c) < f(c), wobei wieder g die verbindende lineare
Funktion ist. Durch Ubergang zu f — g konnen wir f(a) = f(b) = 0 und
f(¢) > 0 annehmen. Nach dem Mittelwertsatz gibt es Punkte s € [a, c] und
t € [e,b] mit f'(s) > 0 und f'(t) <0, so dass f" nicht wachsend ist. O

Korollar 20.6. Es sei I C R ein Intervall und
f: I —R

eine zweimal differenzierbare Funktion. Dann ist f genau dann eine konveze
Funktion, wenn fir die zweite Ableitung f"(x) > 0 fir alle z € I gilt.

Beweis. Siehe Aufgabe 20.6. U

Die folgende Aussage heifit Jensensche Ungleichung.

Satz 20.7. Es sei
f: 1 —R

eine konveze Funktion, seien 1,...,x, € I und ty,...,t, € Rsg mit Y,

t; = 1. Dann st
i=1 i=1

Beweis. Siehe Aufgabe 20.22. U
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Definition 20.8. Es sei

f: I —R
eine auf einem Intervall I C R definierte Funktion und ¢ € I ein innerer
Punkt von I. Man sagt, dass in ¢ ein Wendepunkt von f vorliegt, wenn es

ein € > 0 gibt derart, dass f auf [c — €, ¢] konvex (konkav) und auf [c, ¢ + €]
konkav (konvex) ist.

Fiir eine zweimal differenzierbare Funktion liegt nach Korollar 20.6 genau
dann ein Wendepunkt in ¢ € I vor, wenn f”(z) < 0 fiir 2 € [c — €, ¢] und
f"(x) > 0 fiir © € [¢c,c+ €] ist (oder umgekehrt). Eine notwendige Voraus-
setzung fiir die Existenz eines Wendepunktes ist somit, dass f”(c) = 0 ist.
Die Funktion f(z) = x* erfiillt im Nullpunkt dieses notwendige Kriterium,
es liegt aber kein Wendepunkt vor.

20.2. Ableitung von Potenzreihen.

Satz 20.9. Es sei
g= Z an(z —a)"
n=0

eine konvergente Potenzrethe mit dem Konvergenzradius R > 0. Dann ist
auch die formal abgeleitete Potenzreihe

g= Z na,(z —a)"
n=1

konvergent mit demselben Konvergenzradius. Die durch die Potenzrethe g
dargestellte Funktion f ist in jedem Punkt z € U (a, R) differenzierbar mit

f'(z) =3(2).

Beweis. Sei s € Ry, s < R, vorgegeben und sei r mit s < r < R. Dann
konvergiert Y >° . |a,| ™ geméf der Definition von Konvergenzradius. Wegen
n < (g)n fiir n hinreichend grof3 ist

e N 00
2:n|an|s”_1 = Zn|an|3”_1+ Z n|an| s"!
n=1 n=1 n=N+1
N 1 oo
S Zn|an|sn_1+— Z |an|Tn7
n=1 Sn:N+1

so dass die Potenzreihe ¢ in B (a, s) und somit in U (a, R) konvergiert (dafiir,
dass der Konvergenzradius von § nicht grofler als R ist, siche Aufgabe 20.8).
Die Potenzreihe

p(2) = 3 an(z—a)!

n=2
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ist ebenfalls in dieser Kreisscheibe konvergent, stellt eine nach Korollar 16.9
stetige Funktion dar und besitzt in @ den Wert 0. Daher zeigt die Gleichung
(von Potenzreihen und dargestellten Funktionen)

f(z) = fla) + ai1(z — a) + p(2)(z — a),
dass f in a linear approximierbar, also nach Satz 18.5 differenzierbar ist mit

der Ableitung f'(a) = a; = g(a). Sei nun b € U (a, R). Nach dem Entwick-
lungssatz gibt es eine konvergente Potenzreihe mit Entwicklungspunkt b,

= bu(z—b)"

deren dargestellte Funktion mit der durch g dargestellten Funktion in einer
offenen Umgebung von b iibereinstimmt, und wobei

= i na, (b —a)"
n=1

gilt. Daher gilt nach dem schon Bewiesenen (angewendet auf h und die for-
male Potenzreihenableitung h)

g

Korollar 20.10. Eine durch eine Potenzreihe gegebene Funktion ist in ihrem
Konvergenzbereich unendlich oft differenzierbar.

Beweis. Dies ergibt sich direkt aus Satz 20.9. U
Satz 20.11. Die Exponentialfunktion

C—C, z+——exp z,

ist differenzierbar mit
exp’(z) = exp z.

Beweis. Aufgrund von Satz 20.9 ist

exp’(z) =

/\
:

S | ‘“3
\_/

3
Il
—

I I
LN
SR /\O
& 3__|‘\2

|

3
Il
—

I
[~
=
| | —
=
—N
7

3
Il
—
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=D
n=0
= exp 2.
U
Korollar 20.12. Die Ableitung des natiirlichen Logarithmus
In: R, — R, z+— In x,
15t 1
In": Ry, — R, o+ —.
x
Beweis. Siehe Aufgabe 20.10. O

Korollar 20.13. Es sei o € R. Dann ist die Funktion
f: Ry — Ry, x> 2%,
differenzierbar und ihre Ableitung ist

f'(x) = az®t.

Beweis. Nach Aufgabe 17.10 ist
% =exp (o Inz) .
Die Ableitung nach z ist aufgrund von Satz 20.11 und Korollar 20.12 gleich

(%) = (exp(a In 2)) = g-eXp (a Inx) = Y = aze !,
x x

Korollar 20.14. Fir die eulersche Zahl gilt die Gleichheit
, \" 1
e:hmn—mo(l_‘_ﬁ) :;E:e}ml

Beweis. Die dufleren Gleichheiten sind Definitionen. Aufgrund von Korollar

20.12 ist In’(1) = 1. Dies bedeutet aufgrund der Definition des Differential-

quotienten insbesondere

In(1+ 1)
i

n

limn_ﬂ)o - ]_ .

Wir schreiben die Folgenglieder der linken Seite als n - In (1 + %) und wen-

den darauf die Exponentialfunktion an. Daraus ergibt sich unter Verwendung
der Stetigkeit und der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion die Glei-

chungskette
. 1
expl = exp (11m7HOO <n In (1 + —)))
n
1
= lim,_,. exp (n - In (1 + —))
n
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e.
O

Satz 20.15. Die Sinusfunktion

C—C, 2+ sin z,
st differenzierbar mit

sin’(z) = cos z

und die Kosinusfunktion

C—C, z+— cos z,
ist differenzierbar mit

cos’(z) = — sin z .

Beweis. Siehe Aufgabe 20.14. O

20. ARBEITSBLATT

20.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 20.1. Es seien
f,g: I — R

konvexe Funktionen. Zeige, dass die Summe f + g ebenfalls konvex ist.

Aufgabe 20.2. Es sei
f: I —R

eine Funktion. Zeige, dass f genau dann konvex ist, wenn — f konkav ist.

Aufgabe 20.3. Es seien
f,g: I — R

konvexe Funktionen. Zeige durch Beispiele, dass die Differenz f — g konvex
oder konkav sein kann, aber weder konvex noch konkav sein muss.

Aufgabe 20.4. Es seien
f,g: I — R

konvexe Funktionen. Zeige durch Beispiele, dass das Produkt fg konvex oder
konkav sein kann, aber weder konvex noch konkav sein muss.
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Aufgabe 20.5. Es sei
f: I —R
eine stetige Funktion auf einem Intervall I C R. Zeige, dass f genau dann

konvex ist, wenn fiir jedes Punktepaar (a, f(a)) und (b, f(b)) mit a,b € I die
Verbindungsstrecke oberhalb des Graphen von f verlauft.

(Bemerkung: Eine konvexe Funktion auf einem offenen Intervall ist iibrigens
immer stetig.)

Aufgabe 20.6. Es sei I C R ein Intervall und
f: I —R

eine zweimal differenzierbare Funktion. Zeige, dass f genau dann eine kon-
vexe Funktion ist, wenn fiir die zweite Ableitung f”(x) > 0 fiir alle 2 €
gilt.

Aufgabe 20.7. Es sei f € R[X] ein Polynom mit ungeradem Grad > 3.
Zeige, dass f weder konvex noch konkav sein kann.

Aufgabe 20.8. Es sei >~ a,2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
R > 0. Zeige, dass der Konvergenzradius der Reihe > 7 na,z""! ebenfalls
R ist.

Aufgabe 20.9. Bestimme die Ableitung der Funktion
(C—>(C,z»—>22-exp(z3—4z).

Aufgabe 20.10. Bestimme die Ableitung der Funktion
In: R, —R.

Aufgabe 20.11. Eine Wiahrungsgemeinschaft habe eine Inflation von jéhr-
lich 2%. Nach welchem Zeitraum (in Jahren und Tagen) haben sich die Preise
verdoppelt?

Aufgabe 20.12. Es sei
f: R—R z+— f(x),
eine differenzierbare Funktion mit den Eigenschaften
f'=fund f(0)=1.

Zeige, dass f(x) = exp x ist fiir alle z € R.
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Aufgabe 20.13. Berechne bis auf drei Nachkommastellen den Wert von e.

Aufgabe 20.14. Bestimme die Ableitung der Sinus- und der Kosinusfunk-
tion unter Verwendung von Satz 20.9.

Aufgabe 20.15. Bestimme die Ableitung der Sinus- und der Kosinusfunk-
tion unter Verwendung von Satz 15.10 (4).

Aufgabe 20.16. Bestimme die 1034871-te Ableitung der Sinusfunktion.

Aufgabe 20.17.*
Wir betrachten die Funktion
f: Ry — R, 2+ f(x) = cos(Iln x).

a) Bestimme die Ableitung f’.
b) Bestimme die zweite Ableitung f”.

Aufgabe 20.18. Bestimme die Ableitung der Funktion
C—C, z+— (sin z)(cos z).

Aufgabe 20.19. Bestimme fiir n € N die Ableitung der Funktion
C—C, z+—— (sin 2)™

a(x)i= cosh(x)" |y
3

2

fix) ='sinh(x)-3

Der Verlauf der Hyperbelfunktionen im Reellen.
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Die fiir z € C durch .
sinh z = §(ez —e?)
definierte Funktion heifit Sinus hyperbolicus.
Die fiir z € C durch
1 _
cosh z := §(ez +e77)

definierte Funktion heifit Kosinus hyperbolicus.

Aufgabe 20.20. Zeige die folgenden Eigenschaften von Sinus hyperbolicus
und Kosinus hyperbolicus (dabei ist z € C.)

cosh z + sinh z = ¢€*.

cosh z — sinh 2z =¢e77.

(cosh z)* — (sinh z)* = 1.

cosh 7z = cos z und sinh iz =17 - sin 2 .

Aufgabe 20.21. Bestimme die Ableitungen von Sinus hyperbolicus und Ko-
sinus hyperbolicus.

20.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 20.22. (4 Punkte)

Es sei
f: I —R

eine konvexe Funktion, seien z1,...,x, € I und t1,....t, € Ry mit > ",
t; = 1. Zeige die Jensensche Ungleichung

Aufgabe 20.23. (3 Punkte)
Bestimme das Konvexitiatsverhalten und die Wendepunkte der Funktion

flz)=22* —2® =32 + 7w+ 5.
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Aufgabe 20.24. (4 Punkte)

Es sei

fi R—R
eine ungerade Funktion, die nicht linear sei. Zeige, dass f weder konvex noch
konkav sein kann.

Aufgabe 20.25. (1 Punkt)
Bestimme die Ableitung der Funktion

C—C, z+——sin (cos z).

Aufgabe 20.26. (2 Punkte)
Bestimme die Ableitung der Funktion
R, — R, z+— 2"

21. VORLESUNG - 7

21.1. Die Zahl 7.

Die Zahl 7 ist der Flacheninhalt bzw. der halbe Kreisumfang eines Krei-
ses mit Radius 1. Um darauf eine prézise Definition dieser Zahl aufzubauen
miisste man zuerst die Mafitheorie (bzw. die Lange von , krummen Kurven*)
entwickeln. Auch die trigonometrischen Funktionen haben eine intuitive In-
terpretation am Einheitskreis, doch auch diese setzt das Konzept der Bo-
genldnge voraus. Ein alternativer Zugang ist es, die Zahl 7 iiber analytische
Eigenschaften der durch ihre Potenzreihen definierten Funktionen Sinus und
Kosinus zu definieren und dann erst nach und nach die Beziehung zum Kreis
herzustellen.

Lemma 21.1. Die Kosinusfunktion besitzt im reellen Intervall [0,2] genau
eine Nullstelle.

Beweis. Wir betrachten die Kosinusreihe

0 (_1)711.271
cos T = Z —_—.
|
— (2n)!
Fir x = 0 ist cos 0 = 1. Fiir z = 2 kann man geschickt klammern und

erhalt

22 24 26 98

2 6
T PN N R D
2l 3.4) 6 7.8
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< —-1/3.
Nach dem Zwischenwertsatz gibt es also mindestens eine Nullstelle im angege-
benen Intervall. Zum Beweis der Eindeutigkeit betrachten wir die Ableitung

des Kosinus, diese ist nach Satz 20.15
cos'z = —sinx .

Es geniigt zu zeigen, dass der Sinus im Intervall |0, 2[ positiv ist, denn dann
ist das Negative davon stets negativ und der Kosinus ist dann nach Satz 19.5
im angegebenen Intervall streng fallend, so dass es nur eine Nullstelle gibt.
Fir z €]0, 2] gilt

sinxr = r——+———+...

Vv
8
W N
—
|
L -
N———
+
o 7,
VR
—_
|
D
\y.;
EN |
N———
+

VIV

Eine rationale Approximation der Zahl 7 auf einem m-Pie.
Definition 21.2. Es sei s die eindeutig bestimmte reelle Nullstelle der Ko-
sinusfunktion auf dem Intervall [0, 2]. Die Kreiszahl 7 ist definiert durch

mi=2s.
Im weiteren Verlauf dieses Kurses werden wir sehen, dass die so definierte

Zahl mit der Kreiszahl {ibereinstimmt, dass also der Umfang eines Kreises
mit Radius r gleich 27r und sein Flicheninhalt gleich mr? ist.

Satz 21.3. Die Sinusfunktion und die Kosinusfunktion erfiillen in C folgende
Periodizitétseigenschaften.
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(1) Es st cos (z+ 2m) = cos z und sin (z 4+ 27) = sin z fir alle z € C.

(2) Es istcos (z+m) = — cos z und sin (z+ ) = — sin z fiir alle z €
C.

(3) Es ist cos (z+7m/2) = — sin z und sin (z 4+ 7/2) = cos z fir alle
zeC.

(4) Es ist cos0 =1, cosw/2 =0, cosm = —1, cos 31/2 = 0 und
cos 2m = 1.

(5) Es ist sin0 = 0, sin7w/2 = 1, sinm = 0, sin 37/2 = —1 und
sin 2m = 0.

Beweis. Aufgrund der Kreisgleichung

(cos z)* + (sin 2)* =1

s s

ist (sin § )2 =1, also ist sin 5 = 1 wegen der Uberlegung im Beweis zu Lem-
ma 21.1. Daraus folgen mit den Additionstheoremen die in (3) angegebenen
Beziehungen zwischen Sinus und Kosinus. Es geniigt daher, die Aussagen fiir
den Kosinus zu beweisen. Alle Aussagen folgen dann aus der Definition von
7 und aus (3). 0

Korollar 21.4. Die reelle Sinusfunktion induziert eine bijektive, streng
wachsende Funktion

[—71'/2771'/2] — [_17 1]7
und die reelle Kosinusfunktion induziert eine bijektive streng fallende Funk-
tion
[O,’ﬂ'] — [_17 1]

Beweis. Siehe Aufgabe 20.3. U

21.2. Polarkoordinaten fiir C.

Satz 21.5. Die komplere Ezxponentialfunktion besitzt die folgenden Figen-
schaften.

(1) Es ist e* = e* 727,
(2) Esist e* =1 genau dann, wenn z = 2min fir ein n € 7 ist.
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(3) Esist e* =€ genau dann, wenn z —w = 2min fir ein n € Z ist.
Beweis. Dies folgt aus Satz 15.10, aus Satz 21.3 und aus Satz 15.7. U

Insbesondere gilt also die beriihmte Formel
e =1.
Aus der Fulerschen Gleichung
e’ = cos @ +isin @

kann man ebenso die Gleichung e™ = —1 bzw. €™ + 1 = 0 ablesen, die die
fiinf wichtigsten Zahlen der Mathematik enthélt.

Satz 21.6. Zu jeder komplexen Zahl z € C |, z # 0, gibt es eine eindeutige
Darstellung

z=r1-exp (ip) =re"¥ =r(cos ¢ +isin )

mit r € Ry und mit ¢ € [0, 27].

Beweis. Wegen Satz 15.10 ist
2] = [l [e*] = |r] = 7,

d.h. r ist als Betrag der komplexen Zahl z festgelegt. Wir kénnen durch den
Betrag teilen und kénnen dann davon ausgehen, dass eine komplexe Zahl
2z = a+ bi mit a,b € R und mit a® + v* = 1 vorliegt. Es ist dann zu zeigen,
dass es eine eindeutige Darstellung

z=a+bi= cos ¢ +1isin p

gibt. Bei a = 1 (bzw. —1) ist b = 0 und ¢ = 0 (bzw. ¢ = 7) ist die einzige
Losung. Wir zeigen, dass es fiir ein gegebenes a €] — 1, 1] stets genau zwei
Moglichkeiten fiir ¢ mit @ = cos ¢ gibt, und eine davon wird durch das
Vorzeichen von b ausgeschlossen. Bei b > 0 gibt es aufgrund von Korollar
21.4 ein eindeutiges ¢ € [0,7] mit @ = cos . Fiir dieses gilt b = sin ¢
wegen a2+ b> = 1 und b > 0. Bei b < 0 gibt es wiederum ein eindeutiges
0 € [0,7] mit @ = cos 6. Wegen sin § > 0 ist dies aber keine Losung fiir
beide Gleichungen. Stattdessen erfiillt ¢ := 27 — 6 beide Gleichungen. U

Die in diesem Satz beschriebene Darstellung fiir eine komplexe Zahl heiflen
ihre Polarkoordinaten. Zu z = x + iy heifit r der Betrag und ¢ das Argument
(oder der Winkel) von z.

Der Satz sagt insbesondere, dass die Abbildung
[0, 27[— R?, ¢ — (cos ¢, sin @),

eine Parametrisierung des Einheitskreises liefert. Zu ¢ gehort also ein ein-
deutig bestimmter Punkt des Einheitskreises. Wir werden spéter sehen, dass
¢ die Lange des Kreisbogens zwischen (1,0) und dem Punkt (cos ¢, sin ¢)
ist. Das bedeutet, dass ¢ der Winkel im Bogenmaf} ist. Die Grundidee des
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Winkels ist es, eine Paar aus zwei Halbgeraden gleichméflig unterteilen zu
konnen. Diese Homogenitétseigenschaft wird durch das Argument ¢ erfiillt.

Lemma 21.7. Seien p,v € [0,2x]. Dann hdngt der (euklidische) Abstand
zwischen

(cos ¢, sin ) und (cos (¢ + ) ,sin (¢ + 1))
nur von ¢ ab. Insbesondere wird der Kreisbogen zwischen

(1,0) und (cos ¢, sin ¢ )

(cos (igp> ,sin (igp>),i:0,...,n,
n n

durch n + 1 Punkte unterteilt, derart, dass benachbarte Punkte den gleichen
Abstand besitzen.

durch

Bewets. Der euklidische Abstand zwischen den beiden Punkten ist

V/(cos (94 1) — cos p)? + (sin (i + 1) — sin ).

Unter Verwendung der Additionstheoreme kann man den Radikanden um-
formen zu

(cos ¢ cos ¢ — sin ¢ sin ¥ — cos @) + (sin ¢ cos ¥ + sin 9 cos ¢ — sin ¢)>
cos? ) cos® i + sin’ ) sin® ¢ + cos® © + sin® %) cos® 9 + sin® ¢ cos® © + sin® ©
—2¢cos ¢ cos ¥ sin ¢ sin i — 2 cos® ¢ cos P + 2 sin ¢ sin P cos @

+2 sin ¢ cos ¥ sin ¥ cos @ 72Sin2g0 cos Y — 2 sin ¢ sin ¢ cos ¢
1—2cosw+c082w+sin2w

2—2cos 1.

g

Korollar 21.8. Fiir zwei kompleze Zahlen z1 = 1€t und zo = rye’? ist

Zwei komplexe Zahlen # 0 werden also miteinander multipliziert, indem man
ihre Betrdge in Ry multipliziert und ihre Argumente (Winkel) addiert.

Beweis. Die Aussage ist ein Spezialfall von Satz 15.7, die Interpretation als
Winkel beruht auf Satz 21.6. U

21.3. Wurzeln aus komplexen Zahlen.

Korollar 21.9. Sei z € C eine komplexe Zahl und n € N,. Dann gibt es
eine komplexe Zahl w mat

w" = z.
Beweis. Bei z = 0 ist w = 0 eine Losung, sei also z # 0. Nach Satz 21.6 gibt
es eine Darstellung

z=re¥
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1/n

mit » € R;. Es sei s = r'/" die reelle n-te Wurzel von r, die nach Satz 13.6

existiert. Wir setzen

Dann ist nach Satz 15.7

g

Diese letzte Aussage besagt, dass jedes Polynom der Form X" — z in C
mindestens eine Nullstelle besitzt. Insofern handelt es sich dabei um eine
Vorstufe fiir den Fundamentalsatz der Algebra. Ein wichtiger Spezialfall liegt
bei z = 1 vor. Man spricht von komplexen Einheitswurzeln.

Definition 21.10. Es sei n € N,. Dann heiflen die komplexen Nullstellen
des Polynoms

X"—1

n-te komplexe Einheitswurzeln.

Die 1 ist fiir jedes n eine n-te komplexe Einheitswurzel, und die —1 ist fiir
jedes gerade n eine n-te komplexe Einheitswurzel.

Lemma 21.11. Sei n € N,. Die Nullstellen des Polynoms X™ — 1 tiber C
sind
. 2mk 2mk
2rik/m :cosL—i—isinL,k =0,1,...,n— 1.
n n

In C[X] gilt die Faktorisierung
X" _ 1= (X . 1)<X . eZﬂ'i/n). . (X . e27ri(n71)/n)

Beweis. Es ist
(627rik/n)n _ e27r7ik _ (627ri)k _ 1k - 1.

Die angegebenen komplexen Zahlen sind also wirklich Nullstellen des Poly-
noms X" — 1. Diese Nullstellen sind alle untereinander verschieden, da aus

627rik/n 2mil/n

=e
mit 0 < k < ¢ < n— 1 sofort durch betrachten des Quotienten e>™(—%)/n = 1
folgt, und daraus ¢ — k = 0. Es gibt also n explizit angegebene Nullstel-
len und daher miissen dies alle Nullstellen des Polynoms sein. Die explizite
Beschreibung in Koordinaten folgt aus der eulerschen Formel. U

Es gibt also insbesondere genau n n-te komplexe Einheitswurzel. Die komple-
xen Einheitswurzeln bilden nach Lemma 21.7 die Ecken eines regelméfligen
n-Ecks, wobei die Eckpunkte auf dem Einheitskreis liegen und (1,0) dazu-
gehort.
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21. ARBEITSBLATT

21.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 21.1. Bestimme die Ableitung der Funktion

sin z
D—C, z+—— tan z =

cos z
Was ist die Definitionsmenge D des Tangens?

Aufgabe 21.2.*

Zeige, dass die Sinus- bzw. die Kosinusfunktion die folgenden Werte besitzt.

a)

b)

LT V3
sin - = —.
3 2

w

Aufgabe 21.3. Zeige, dass die reelle Sinusfunktion eine bijektive, streng
wachsende Funktion
[=7/2,7/2] — [-1,1]
induziert, und dass die reelle Kosinusfunktion eine bijektive, streng fallende
Funktion
[07 W] — [_17 1]
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induziert.

Aufgrund von Korollar 21.4 ist die reelle Sinusfunktion und die reelle Kosi-
nusfunktion bijektiv auf gewissen Intervallen. Die Umkehrfunktionen heiflen
folgendermaflen.

Die Umkehrfunktion der reellen Sinusfunktion ist

[—1,1] — | —],  — arcsin x,

T

272

und heifit Arcus-Sinus.

Die Umkehrfunktion der reellen Kosinusfunktion ist
[—1,1] — [0, 7], © — arccos x,

und heif3t Arcus-Kosinus.

Aufgabe 21.4. Bestimme die Ableitungen von Arcus-Sinus und Arcus-Ko-
sinus.

Aufgabe 21.5. Zeige, dass die Funktion

z sin 1 fiir z €]0,1],
Jw) = {O fir x =0,

stetig ist und unendlich viele Nullstellen besitzt.

Aufgabe 21.6.*
Wir betrachten die durch

f(x)—{m. sini fir x #0,

0 sonst,

definierte Funktion

f: R— R
Zeige, dass es zu jedem A\, —1 < X\ < 1, eine Nullfolge (), .y € Ry derart
gibt, dass die Folge der Differenzenquotienten

f(@n) = 1(0)

gegen A konvergiert.

Aufgabe 21.7. Bestimme fiir die folgenden Funktionen, ob der Funktions-
limes existiert und welchen Wert er gegebenenfalls annimmt.

(1) limg_,o S22,

(2) lim,_,o S22
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(3) hmx_)() 523121 ,
(4) hmx_ﬂ z=1

Inz”

Aufgabe 21.8. Bestimme fiir die folgenden Funktionen, ob der Funktions-
limes fiir z € R\ {0}, z — 0, existiert und welchen Wert er gegebenenfalls
annimmt.

(1) sin 1,
(2) - sin 1,
(3) L.sini.

Aufgabe 21.9.*

Bestimme den Grenzwert der Folge

sin n

,n€N+.

Aufgabe 21.10. Zeige, dass die Folge
T, = sinn

nicht konvergiert.

Aufgabe 21.11.*

Zu einem Startwert o € [0, 7] sei eine Folge rekursiv durch

Tpy1 = SIn T,

definiert. Entscheide, ob (z,)
den Grenzwert.

nen konvergiert und bestimme gegebenenfalls

Aufgabe 21.12. Untersuche die Funktionenfolge
fo: R— R, 2+ (sin z)",

auf punktweise und gleichméfiige Konvergenz. An welchen Punkten existiert
die Grenzfunktion, an welchen ist sie stetig, an welchen differenzierbar? Wie
verhilt sich die abgeleitete Funktionenfolge, also g, (x) = f/(x)?

Aufgabe 21.13. Es sei n € N,. Es sei F' eine komplexe auf C konvergente
Potenzreihe der Form .
F = Z CjnZ‘jn .
j=0

Zeige, dass fiir jede n-te komplexe Einheitswurzel ¢ die Gleichheit F((z) =
F(z) fur alle z € C gilt.
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Aufgabe 21.14. Es sei F = > 2 ¢;2" eine komplexe auf C konvergente
Potenzreihe und n € N,. Fiir jede n-te komplexe Einheitswurzel ( gelte
F((z) = F(z) fir alle z € C. Zeige, dass ¢; = 0 fiir alle ¢ gilt, die kein
Vielfaches von n sind.

Aufgabe 21.15.*
Es sei n € N, und sei ( eine n-te komplexe Einheitswurzel. Es sei
f: C—C, z+— f(2),

eine differenzierbare Funktion mit der Eigenschaft, dass die Gleichheit
f(¢z) = f(z) fiir alle z € C gelte. Zeige, dass die Ableitung die Beziehung

f'(Cz) = (1 f/(2) erfiillt.

Was bedeutet die vorstehende Aufgabe fiir gerade und ungerade Funktionen?

Aufgabe 21.16. Es sei
f:C—C

eine stetige Funktion. Zeige, dass die beiden folgenden Aussagen &dquivalent
sind.

(1) Es gibt eine stetige Funtion
g: RZO — C

mit f(z) = g(|z|) fiir alle z € C.

(2) Fiir alle n-ten Einheitswurzeln ¢ € C (alle n € N) ist f(Cz) = f(z)
fiir alle z € C.

(3) Fiir alle w € C mit |w| = 1ist f(wz) = f(z) fur alle z € C.

21.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 21.17. (3 Punkte)
Bestimme die Intervalle, auf denen die reelle Sinusfunktion
R — R,

konvex bzw. konkav ist.

Aufgabe 21.18. (3 Punkte)
Zeige, dass die Funktion
x sin L fiir x €]0, 1],
J(x) = {O fiir x = 0,

unendlich viele isolierte lokale Maxima und unendlich viele isolierte lokale
Minima besitzt.
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Aufgabe 21.19. (3 Punkte)

Man gebe ein Beispiel fiir eine stetige Funktion
f:00,1] — R, x — f(x),

die unendlich viele Nullstellen und unendlich viele isolierte lokale Maxima
besitzt, deren Funktionswert > 1 ist.

Aufgabe 21.20. (6 Punkte)

Zeige, dass es keine stetige Funktion
f:00,1] — R, x— f(x),

gibt, die unendlich viele Nullstellen besitzt derart, dass zwischen je zwei
Nullstellen ein lokales Maximum existiert, dessen Funktionswert > 1 ist.

Aufgabe 21.21. (6 Punkte)

Es sei z, € C eine Folge von komplexen Zahlen, die wir in Polarkoordinaten
als
2 = Tpe'Pn

mit r, € Rso und ¢, € [0, 27[ schreiben. Zeige, dass die Folge genau dann
konvergiert, wenn einer der folgenden Fille vorliegt.

(1) Die Folge r,, konvergiert gegen 0.

(2) Die beiden Folgen r,, und ¢,, konvergieren (in R).

(3) Die Folge r, konvergiert und die Folge ¢,, besitzt die Punkte 0 und
21 als einzige Haufungspunkte.

Aufgabe 21.22. (6 Punkte)

Zun > 3sei A, der Flacheninhalt eines in den Einheitskreis eingeschriebenen
gleichméBigen n-Eckes. Zeige A, < A,11.

22. VORLESUNG - TAYLOR-ENTWICKLUNG

Zu einer konvergenten Potenzreihe

o0

) = eule — o)t

k=0

bilden die ,, Teilpolynome*
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polynomiale Approximationen fiir die Funktion f im Punkt a. Wir fragen
uns nun umgekehrt, inwiefern man aus den héheren Ableitungen einer hin-
reichend oft differenzierbaren Funktion approximierende Polynome (oder eine
Potenzreihe) erhalten kann. Dies ist der Inhalt der Taylor-Entwicklung.

22.1. Die Taylor-Formel.

Brook Taylor (1685-1731)

Eine konvergente Potenzreihe f(z) = >, cx(z —a)* ist in a beliebig oft dif-
ferenzierbar und die Ableitungen im Punkt a lassen sich aus der Potenzreihe
ablesen. Es ist ja

f(&) = Co, f/(&) = C1, f”(a> = 2027 f/”(a) = 6c3
und allgemein
fP(a) = (K)ey.

Umgekehrt kann man aus den Ableitungen die Koeffizienten der Potenzreihe
durch

f®(a) k

1 (x —a)
zuriickgewinnen. Dabei ist die rechte Seite unabhéngig davon definiert, ob
eine Potenzreihe vorliegt, so lange die Funktion nur hinreichend oft differen-
zierbar ist. Man gewinnt daher iiber die Ableitungen gute Kandidaten fiir
polynomiale Approximationen, namlich die Taylor-Polynome.

C —

Definition 22.1. Es sei U C K eine offene Teilmenge,

f:U—K
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eine n-mal differenzierbare Funktion und a € U. Dann heif3t
—~ ¥ (a)
Ton(f)@) =) T @ a)*
k=0

das Taylor-Polynom vom Grad'® n zu f im Entwicklungspunkt a.
Beispiel 22.2. Wir mdochten fiir die Funktion
f: C—C, 2+ xsin x,

das Taylor-Polynom der Ordnung 4 im Entwicklungspunkt a = 7 bestimmen.
Es ist

f'(z) = sinz +x cos x,
f"(z) = cosz + cosx —xsinx = 2cosz —xsinx,
f"(x) = —2sinz —sinz —xcosx = —3sinx —x cos x,
f"(x) = =3 cosx —cosx +xsinx = —4cosx +xsinz.
Unter Verwendung von

nT =T = L
(3 - %% = e
6= 500D - 5A
HOREICHES -
()=
1

—16+ 7
4/2

~—
I

SORRACHE

Das Taylor-Polynom vom Grad 4 ist daher

witwE D) es o) s (o g)
+—16—|—7r< _E>4
96v/2

2
Die folgende Taylor-Formel macht eine Aussage iiber die Giite der Approxi-
mation einer Funktion durch ihre Taylorpolynome. Wir beschrénken uns auf
die reelle Situation. Bei n = 0 handelt es sich einfach um den Mittelwertsatz.

90der genauer das Taylor-Polynom vom Grad < n. Wenn die n-te Ableitung in a null
ist, so besitzt das n-te Taylor-Polynom einen Grad kleiner als n. Man spricht hidufig auch
von der Ordnung des Taylor-Polynoms.
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Satz 22.3. Es sei I ein reelles Intervall,
f:I—R

eine (n + 1)-mal differenzierbare Funktion, und a € I ein innerer Punkt des
Intervalls. Dann gibt es zu jedem Punkt x € I ein c € I mit

n (g (n1)
1) =3 o T g

Dabei kann ¢ zwischen a und x gewdhlt werden.

Beweis. Sei x # a fixiert. In Anlehnung an die zu beweisende Aussage be-
trachten wir zu r € R den Ausdruck

@ (y ™) (1
0 0) = (@) F() () (=)~ L Do T
_ <n+1>!(x_u)n+l7

den wir als Funktion in v € I auffassen. Es ist g,(x) = 0 und wir wéhlen r
so, dass g,(a) = 0 ist, was moglich ist. Die Funktion g(u) := g,(u) ist auf
dem Teilintervall Ja, x[C I (bzw. |z, al, falls z < a ist) differenzierbar (nach
u) und besitzt an den beiden Intervallgrenzen den Wert 0. Nach dem Satz
von Rolle gibt es ein ¢ €]a, 2| mit ¢'(c) = 0.

Aufgrund der Produktregel und der Kettenregel ist (Ableitung nach u)
0 (y T Dy 0 (y ~
(£20, _ Y - L0 () 1yt

k! P e I C

Daher heben sich in der Ableitung von ¢ die meisten Terme weg und es ergibt
sich
f(n+1) (u) r

/ . n n
g =Ly Dy
Aus der Gleichung
0 . f(n+l)(c) n r n
0=4g()= —T(ﬂi—c) +E(SE—C>

folgt » = f"*V(c). Wenn wir dies und v = a in die Anfangsgleichung einset-
zen und g,.(a) = 0 ausnutzen, so ergibt sich die Behauptung. O

Eine gute Approximation fiir die Funktion erhélt man daraus, wenn man den
Betrag der (n + 1)-ten Ableitung abschétzen kann.

Korollar 22.4. Es sei I ein beschrinktes abgeschlossenes Intervall,

f: I —R
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eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion, a € I ein innerer Punkt
und B := max (| f")(c)|,c € I). Dann gilt zwischen f(z) und dem n-ten
Taylor-Polynom die Fehlerabschdtzung

nfR) (g )
|f(a:>—sz!( )(:E—a)k|§ (n+B1)! |z —a""" .

Beweis. Die Zahl B existiert aufgrund von Satz 13.9, da nach Voraussetzung
die (n+ 1)-te Ableitung f"*+Y stetig auf dem kompakten Intervall I ist. Die
Aussage folgt somit direkt aus Satz 22.3. |

22.2. Anwendung auf Extrema.

Satz 22.5. Es sei I ein reelles Intervall,
f: 1 —R

eine (n+1)-mal stetig differenzierbare Funktion, und a € I ein innerer Punkt
des Intervalls. Es gelte

F(@) = f"(@) = ... = [*(a) = 0 und f"+V(a) £0.
Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Wenn n gerade ist, so besitzt f in a kein lokales Extremum.

(2) Sei n ungerade. Bei f"*V(a) > 0 besitzt f in a ein isoliertes Mini-
mum.

(3) Sei n ungerade. Bei f"1)(a) < 0 besitzt f in a ein isoliertes Mai-
mum.

Beweis. Unter den Voraussetzungen wird die Taylor-Formel zu

fr 0 (e) n+1
mit ¢ (abhiingig von ') zwischen a und x. Je nachdem, ob f™*Y(a) > 0 oder
f0*D(a) < 0 ist, gilt auch (wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der (n 4 1)-
ten Ableitung) f™*Y(z) > 0 bzw. f™+Y(z) < 0 fiir v € [a — €,a + € fiir ein
geeignetes € > 0. Fiir diese z ist auch ¢ € [a— ¢, a+ €], so dass das Vorzeichen
von f(™+1)(c) vom Vorzeichen von f("+Y(a) abhingt. Bei n gerade ist n + 1
ungerade und daher wechselt (z —a)" ™ das Vorzeichen (abhingig von z > a
oder z < a). Da das Vorzeichen von f"+)(¢) sich nicht #ndert, dndert sich
das Vorzeichen von f(z)— f(a). Das bedeutet, dass kein Extremum vorliegen
kann. Sei nun n ungerade. Dann ist n + 1 gerade, so dass (z — a)"** > 0
ist fiir alle z # @ in der Umgebung. Das bedeutet in der Umgebung bei
f*tY(a) > 0, dass f(x) > f(a) ist und in a ein isoliertes Minimum vorliegt,
und bei f(")(a) < 0, dass f(z) < f(a) ist und in @ ein isoliertes Maximum
vorliegt. O
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Fiir Polynome und allgemeiner fiir Funktionen, die durch eine Potenzreihe
gegeben sind, ldsst sich also stets allein unter Bezug auf die Ableitungen ent-
scheiden, ob in einem Punkt ein lokales Extremum vorliegt. Bei Potenzreihen
beruht dies auf dem Identititssatz.

22.3. Die Taylor-Reihe.

Die reelle Sinusfunktion zusammen mit verschiedenen approximierenden
Taylorpolynomen (von ungeradem Grad).

Definition 22.6. Es sei U C K eine offene Teilmenge,
f: U—K

eine oo-oft differenzierbare Funktion und ¢ € U. Dann heif3t

o ) (g )
ka'( )(x—a)

die Taylor-Reihe zu f im Entwicklungspunkt a.

Satz 22.7. Es sei Y co(z —a)" eine Potenzreihe mit einem positivem
Konvergenzradius v und

f: Ufa,r) — K
die dadurch definierte Funktion. Dann ist f unendlich oft differenzierbar und
die Taylor-Reihe 1m Entwicklungspunkt a stimmt mit der vorgegebenen Po-
tenzreihe tiberein.

Beweis. Die unendliche Differenzierbarkeit folgt direkt aus Satz 20.9 durch
Induktion. Daher existiert die Taylor-Reihe insbesondere im Punkt a. Es ist
also lediglich noch zu zeigen, dass die n-te Ableitung von f in a den Wert
cpn! besitzt. Dies folgt aber ebenfalls aus Satz 20.9. O

Korollar 22.8. FEs sei .
f= ch(z —a)"

n=0
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eine konvergente Potenzreihe mit dem Konvergenzradius R > 0 und sei b €
U (a, R). Dann erhdlt man die umentwickelte Reihe im Entwicklungspunkt b
als Taylor-Reihe von f in b. Insbesondere konvergiert die Taylor-Reihe in b
mit einem Konvergenzradius > R — |a — b| > 0.

Beweis. Nach dem Entwicklungssatz wird die Funktion f in einer offenen
Umgebung von b durch eine Potenzreihe beschrieben. Somit folgt die Aussage
aus Satz 22.7. O

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Taylor-Reihe existieren und auch kon-
vergieren kann, ohne dass dadurch die vorgegebene Funktion dargestellt wird
(sie kann auch existieren ohne zu konvergieren).

Beispiel 22.9. Wir betrachten die Funktion
f: R— R z+—— f(x),

@) = {0, falls x < 0

mit

e~z falls 2 > 0.

Wir behaupten, dass diese Funktion unendlich oft differenzierbar ist, was nur
im Nullpunkt nicht offensichtlich ist. Man zeigt zunéchst durch Induktion,
dass sdmtliche Ableitungen von e+ die Form P (%) e~+ mit gewissen Poly-
nomen p € R[Z] besitzen und dass davon der Limes fir z — 0, x > 0 stets
0 ist (siche Aufgabe 22.11 und Aufgabe 22.12). Daher ist der (rechtsseitige)
Limes fiir alle Ableitungen gleich 0 und existiert. Alle Ableitungen am Null-
punkt haben also den Wert 0 und daher ist die Taylor-Reihe im Nullpunkt
die Nullreihe. Die Funktion f ist aber in keiner Umgebung des Nullpunktes
die Nullfunktion, da e~= > 0 ist.

22. ARBEITSBLATT

22.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 22.1. Bestimme das Taylor-Polynom vom Grad 4 der Funktion
C—C, z+— sin z cos z,

im Nullpunkt.

Aufgabe 22.2. Bestimme sédmtliche Taylor-Polynome der Funktion
flz)=a*—22°4+22° - 32 +5

im Entwicklungspunkt a = 3.
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Aufgabe 22.3. Bestimme die Taylor-Reihe der Funktion f(z) = %5 im
Punkt a = 3 bis zur Ordnung 4 (man gebe also das Taylor-Polynom vom Grad
4 zum Entwicklungspunkt 2 an, wobei die Koeffizienten in einer moglichst

einfachen Form angegeben werden sollen).

Aufgabe 22.4.*
Bestimme das Taylor-Polynom vom Grad 3 zur Funktion
flz)=x-sinz

s

im Entwicklungspunkt a = 7.

Aufgabe 22.5.*

Bestimme die Taylor-Reihe der Funktion

fl@)=e" —u
im Entwicklungspunkt a = 1 bis zur Ordnung 4 (man gebe also das Taylor-
Polynom vom Grad 4 zum Entwicklungspunkt 1 an, wobei die Koeffizienten
in einer moglichst einfachen Form angegeben werden sollen).

Aufgabe 22.6.*

Bestimme die Taylor-Reihe der Funktion f(z) = 2 im Punkt a = 2 bis zur
Ordnung 4 (man gebe also das Taylor-Polynom vom Grad 4 zum Entwick-
lungspunkt 2 an, wobei die Koeffizienten in einer méglichst einfachen Form
angegeben werden sollen).

Aufgabe 22.7.*
Bestimme die Taylor-Reihe der Funktion

f(z) = sinx

im Punkt 7/2 bis zur Ordnung 4 (man gebe also das Taylor-Polynom vom
Grad 4 zum Entwicklungspunkt 7/2 an, wobei die Koeffizienten in einer
moglichst einfachen Form angegeben werden sollen).

Aufgabe 22.8. Bestimme die Taylor-Reihe der Exponentialfunktion fiir
einen beliebigen Entwicklungspunkt a € C.
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Aufgabe 22.9. Bestimme das Polynom
f(z) = 2 +322 — 72— 4.

in der neuen Variablen z — 2 (also das umentwickelte Polynom) auf zwei
verschiedene Arten, ndmlich

a) direkt durch Einsetzen,
b) tiber das Taylorpolynom im Entwicklungspunkt 2.

Aufgabe 22.10. Es sei )~ c¢,(z — a)" eine konvergente Potenzreihe. Be-
stimme die Ableitungen f®(a).

Aufgabe 22.11. Es sei p € R[Y] ein Polynom und

1 1

g: Ry — R z+—g(x)=p (—) e =,
x

Zeige, dass die Ableitung ¢'(z) ebenfalls von der Form

g(z)=q G) ¢

mit einem weiteren Polynom ¢ ist.

Aufgabe 22.12. Wir betrachten die Funktion
f: Ry — R z+— f(2) —e s
Zeige, dass fiir jedes n € N die n-te Ableitung f™ die Eigenschaft
limger, o0 [ (2) =0

besitzt.

Aufgabe 22.13. Bestimme den Wendepunkt der Funktion

1
Ry — R z+——e 5.

Aufgabe 22.14. Es sei P € R[X] ein Polynom mit reellen Koeffizienten
und z € C sei eine Nullstelle von P. Zeige, dass dann auch die konjugiert-
komplexe Zahl Z eine Nullstelle von P ist.
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22.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 22.15. (4 Punkte)

Bestimme die Taylor-Polynome bis zum Grad 4 der Funktion

C— C, z+—>sin (cos z) + 2 exp (%) .

Aufgabe 22.16. (4 Punkte)

Bestimme das Polynom
f(z) = 224+ (4 —10)2% — 2iz + 5.

in der neuen Variablen z — 1 — i (also das umentwickelte Polynom) auf zwei
verschiedene Arten, namlich
a) direkt durch Einsetzen,

b) iiber das Taylorpolynom im Entwicklungspunkt 1 + 4.

Aufgabe 22.17. (4 Punkte)

Diskutiere den Funktionsverlauf der Funktion
f:10,2n] — R, z — f(x) = sin x cos =,

hinsichtlich Nullstellen, Wachstumsverhalten, (lokale) Extrema. Skizziere den
Funktionsgraph.

Aufgabe 22.18. (6 Punkte)

Seie, 0 <e< %, vorgegeben. Zeige, dass es eine unendlich oft differenzierbare
Funktion

fiR—R
gibt mit
0 fiirz <0,

flz)=q1lfirz>eundz <1—¢,
Oftirxz>1.
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23. VORLESUNG - INTEGRIERBARKEIT

AY

- ftx)

a b).rh

In den folgenden Vorlesungen beschiftigen wir uns mit der Integrationstheo-
rie, d.h. wir wollen den Flécheninhalt derjenigen Fldche, die durch einen
Funktionsgraphen einer Funktion

fila, b)) — R

und der z-Achse begrenzt wird, systematisch studieren und berechnen. Zu-
gleich ergibt sich ein direkter Zusammenhang zum Auffinden von Stamm-
funktionen, das sind Funktionen, deren Ableitung f ist. Der Flacheninhalt
ist kein unproblematischer Begriff, den wir erst im dritten Semester im Rah-
men der MajfStheorie grundlegend behandeln werden. Dennoch handelt es
sich um einen intuitiv leicht zugénglichen Begriff, von dem wir hier nur ei-
nige wenige naheliegende Grundtatsachen verwenden. Sie dienen hier auch
nirgendwo der Argumentation, sondern lediglich der Motivation. Ausgangs-
punkt ist, dass der Flacheninhalt eines Rechtecks mit gegebenen Seitenléngen
einfach das Produkt der beiden Seitenldngen ist, und dass der Flacheninhalt
einer Flidche, die man mit Rechtecken ,,ausschépfen® kann, als der Limes der
Summe der beteiligten Rechtecksinhalte erhalten werden kann. Beim Rie-
mannschen Integral, das zumindest fiir stetige Funktionen eine befriedigende
Theorie liefert, beschrinkt man sich auf solche Rechtecke, die parallel zum
Koordinatensystem liegen, deren Breite (Grundseite auf der z-Achse) be-
liebig varieren darf und deren Hohe in Beziehung zu den Funktionswerten
iiber der Grundseite steht. Dadurch werden die Funktionen durch sogenann-
te Treppenfunktionen approximiert.
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23.1. Treppenfunktionen.

T t ' t ]
-3 -2 -1 L] 1 2 3

Eine Treppenfunktion. Im statistischen Kontext spricht man von Histogrammen
oder von Sdulendiagrammen.

Definition 23.1. Sei [ ein reelles Intervall mit den Grenzen a,b € R. Dann
heifit eine Funktion

t: I — R
eine Treppenfunktion, wenn es eine Unterteilung
a=ay< a1 <A< < ap1<a,==>b
von [ derart gibt, dass ¢ auf jedem offenen Teilintervall Ja;_1, a;[ konstant ist.
Diese Definition stellt also keine Bedingung an den Wert der Funktion an den
Unterteilungspunkten. Das Intervall |a;_1, a;[ nennt man i-tes Teilintervall,

und a; — a;_1 heifit Lange dieses Teilintervalls. Wenn die Liange der Teilin-
tervalle konstant ist, so spricht man von einer dquidistanten Unterteilung.

Definition 23.2. Sei [ ein reelles Intervall mit den Grenzen a,b € R und sei
t: I — R

eine Treppenfunktion zur Unterteilung a = ap < a1 < as < -+ < ap_1 <
a, = b und den Werten ¢;, i = 1,...,n. Dann heif}t

T = Ztl(a, — ai_l)
i=1
das Treppenintegral von t auf I.

Das Treppenintegral wird auch mit fabt(x) dz bezeichnet. Bei einer dquidi-
stanten Unterteilung mit der Teilintervalllinge b’Ta ist das Treppenintegral
gleich “T“(E?:l t;). Das Treppenintegral ist nicht von der gew#hlten Unter-
teilung abhéngig, beziiglich der eine Treppenfunktion vorliegt (man kann also
die Unterteilung verfeinern).
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Definition 23.3. Sei [ ein beschranktes Intervall und sei
f: I —R

eine Funktion. Dann heif§t eine Treppenfunktion
t: 1 —R

eine obere Treppenfunktion zu f, wenn t(x) > f(x) ist fir alle z € I. Eine
Treppenfunktion
s: I — R

heifit eine untere Treppenfunktion zu f, wenn s(x) < f(x) ist fir alle x € I.

Eine obere (untere) Treppenfunktion zu f gibt es genau dann, wenn f nach
oben (nach unten) beschrénkt ist.

Definition 23.4. Sei [ ein beschranktes Intervall und sei

f: I —R
eine Funktion. Zu jeder oberen Treppenfunktion
t: I — R
von f zur Unterteilung a;, © = 0,...,n, und den Werten ¢;, 7 = 1, ..., n, heifit

das Treppenintegral

T = Zn:tl(az — CLl',l)
=1

eine Obersumme (oder ein oberes Treppenintegral) von f auf I.

Definition 23.5. Sei [ ein beschréinktes Intervall und sei
f: I —R
eine Funktion. Zu jeder unteren Treppenfunktion
s: I — R
von f zur Unterteilung a;, ¢ = 0,...,n, und den Werten s;, « = 1,...,n,

heifit

n

S = Zsi(ai —a;_1)

i=1
eine Untersumme (oder ein unteres Treppenintegral) von f auf I.

Verschiedene obere (untere) Treppenfunktionen liefern natiirlich verschiedene
Obersummen (Untersummen).
Definition 23.6. Sei [ ein beschrinktes Intervall und sei
f: I —R
eine nach oben beschrinkte Funktion. Dann heifit das Infimum von samt-

lichen Obersummen von oberen Treppenfunktionen von f das Oberintegral
von f.



233

Definition 23.7. Sei I ein beschranktes Intervall und sei
f: I—R

eine nach unten beschrinkte Funktion. Dann heiffit das Supremum von samt-
lichen Untersummen von unteren Treppenfunktionen von f das Unterintegral
von f.

Die Beschrankung nach unten stellt sicher, dass es iiberhaupt eine untere
Treppenfunktion gibt und damit die Menge der Untersummen nicht leer ist.
Unter dieser Bedingung allein muss nicht unbedingt die Menge der Unter-
summen ein Supremum besitzen. Fiir (beidseitig) beschréankte Funktionen
existiert hingegen stets das Ober- und das Unterintegral. Bei einer gegebe-
nen Unterteilung gibt es eine kleinste obere (grofite untere) Treppenfunktion,
die durch die Suprema (Infima) der Funktion auf den Teilintervallen festge-
legt ist (bei stetigen Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen sind das
Maxima bzw. Minima). Fiir das Integral muss man aber Treppenfunktionen
zu samtlichen Unterteilungen beriicksichtigen.

23.2. Riemann-integrierbare Funktionen.

0.4 -

0.2+

o
0 02 04 0E OB 1

Eine untere und eine obere Treppenfunktion. Der griine Fldcheninhalt ist eine
Untersumme und der gelbe Flidcheninhalt (teilweise verdeckt) ist eine
Obersumme.
Definition 23.8. Sei I ein kompaktes Intervall und sei
f: I —R

eine Funktion. Dann heifit f Riemann-integrierbar, wenn Ober- und Unter-
integral von f existieren und {ibereinstimmen.

Definition 23.9. Es sei I = [a, b] ein kompaktes Intervall. Zu einer Riemann-
integrierbaren Funktion

frI=la,b] — R, t— f(1),
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heifit das Oberintegral (das nach Definition mit dem Unterintegral iiberein-
stimmt) das bestimmte Integral von f iiber I. Es wird mit

b
/af(t) dt oder mit /If(t) dt

Das Berechnen von solchen Integralen nennt man integrieren. Man sollte
sich keine allzu grofien Gedanken iiber das Symbol dt machen. Darin wird
ausgedriickt, beziiglich welcher Variablen die Funktion zu integrieren ist. Es
kommt dabei aber nicht auf den Namen der Variablen an, d.h. es ist

/abf(t)dt: /abf(x)dm

Lemma 23.10. Sei I ein kompaktes Intervall und sei

f: I —R

bezeichnet.

eine Funktion. Es gebe eine Folge von unteren Treppenfunktionen (sp)nen
mit s, < f und eine Folge von oberen Treppenfunktionen (t,)neny mit t, > f.
Es sei vorausgesetzt, dass die beiden zugehdrigen Folgen der Treppenintegrale
konvergieren und dass thr Grenzwert tbereinstimmt. Dann ist f Riemann-
integrierbar, und das bestimmte Integral ist gleich diesem Grenzwert, also

b b b
limn_mo/ sp(x)de = flz)dx = limn_mo/ tn(x) dx

Beweis. Siehe Aufgabe 23.11. O

Beispiel 23.11. Wir betrachten die Funktion
f:00,1] — R, t — 3,

die bekanntlich in diesem Intervall streng wachsend ist. Fiir ein Teilinter-
vall [a,b] C [0,1] ist daher f(a) das Minimum und f(b) das Maximum der
Funktion iiber diesem Teilintervall. Sei n eine positive natiirliche Zahl. Wir
unterteilen das Intervall [0, 1] in die n gleichlangen Teilintervalle

1 1
{i—,(i%—l)—] i=0,....,n—1,
n n

der Lénge % Das Treppenintegral zu der zugehorigen unteren Treppenfunk-

tionen ist
n—1 2 -1
1 1
1(5) - wxe

1=0 =0

1 /1, 1, 1

T (3 2" +6”>
1 1 1
3 2n 6
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(siche Aufgabe 1.6 fiir die Formel fiir die Summe der Quadrate). Da die
beiden Folgen (1/2n), . und (1/6n?), . gegen 0 konvergieren, ist der Limes
fiir n — oo von diesen Treppenintegralen gleich % Das Treppenintegral zu
der zugehorigen oberen Treppenfunktionen ist

Shaenl) = L8

=0 =0

1 <~

RO
j=1

Ll 1,1
= — | =n n -n

n3 \ 3 2 6
B 1+ 1 N 1
3 2n 6n?’

Der Limes davon ist wieder % Da beide Limiten iibereinstimmen, miissen
nach Lemma 23.10 {iberhaupt das Ober- und das Unterintegral iibereinstim-
men, so dass die Funktion Riemann-integrierbar ist und das bestimmte In-

tegral
! 1
/ dt = —
0 3

Lemma 23.12. Sei [ = [a,b] ein kompaktes Intervall und sei
f: I —R

eine Funktion. Dann ist f genau dann Riemann-integrierbar, wenn es eine
Unterteilung a = ag < ay < --- < a, = b derart gibt, dass die einzelnen Ein-
schrankungen f; := flia,_ 1.0 Riemann-integrierbar sind. In dieser Situation

gilt
b n a;
/f(t)dt:Z/. fi(t)dt.

Beweis. Siehe Aufgabe 23.13. O

ist.

Definition 23.13. Sei [ ein reelles Intervall und sei
f: I —R

eine Funktion. Dann heifit f Riemann-integrierbar, wenn die Einschriankung
von f auf jedes kompakte Intervall [a,b] C I Riemann-integrierbar ist.

Aufgrund des obigen Lemmas stimmen fiir ein kompaktes Intervall [a, b] die
beiden Definitionen {iberein. Die Integrierbarkeit einer Funktion f: R — R
bedeutet nicht, dass [ » [ (7)dr eine Bedeutung hat bzw. existieren muss.
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23.3. Riemann-Integrierbarkeit stetiger Funktionen.

Satz 23.14. Sei I ein reelles Intervall und set
f: I—R

eine stetige Funktion. Dann ist f Riemann-integrierbar.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass das Intervall kompakt ist, sagen wir I =
la, b]. Die stetige Funktion f ist auf diesem kompakten Intervall beschriankt
nach Korollar 13.10. Daher gibt es obere und untere Treppenfunktionen und
daher existieren Oberintegral und Unterintegral. Wir miissen zeigen, dass sie
iibereinstimmen. Dazu geniigt es, zu einem gegebenen € > ( eine untere und
eine obere Treppenfunktion fiir f anzugeben derart, dass die Differenz ihrer
Treppenintegrale < e ist. Nach Lemma 14.2 ist f gleichméfig stetig. Daher
gibt es zu € = ;- ein § > 0 derart, dass fiir alle z, 2" € I mit d(x,2") < § die
Abschétzung d(f(z), f(2')) < € gilt. Sei nun n € N so, dass =% < § ist, und
betrachten wir die Unterteilung des Intervalls mit den Punkten a; = a—l—ib’Ta.
Auf den Teilintervallen [a;—1,a;], 7 =1,...,n, ist der Abstand zwischen dem
Maximum

t; = max (f(z),a;1 < x < aq;)
und dem Minimum

si =min (f(x),a;1 <z < a)

kleiner/gleich €. Die zu diesen Werten gehorigen Treppenfunktionen, also
t; fir x € [a;_1,a;/ und 1 <i<n-—1,
t(x) = )
ty fir © € [a,_1,a,),
und
s; fir ¢ € [a;1,a;/und 1 <i<n-—1,
s(x) = )
sp fir o € [ay_1,a,],

sind dann eine obere bzw. untere Treppenfunktion zu f. Die Differenz zwi-
schen den zugehorigen Ober- und Untersummen ist dann
n n

b— b— u b— LN N n
;ti na_;&' na:;(ti—&') na§Z€/ na:;§:€'

i=1

g

Diese Aussage gilt dann auch fiir stiickweise stetige Funktionen.

Wenn man Aussagen beweist, bei denen auf Unterteilungen eines Intervalls
Bezug genommen wird, so ist es haufig sinnvoll, feinere Unterteilungen ein-
zufithren. Insbesondere ersetzt man haufig zwei verschiedene Unterteilungen
durch eine gemeinsame Verfeinerung.



237

Lemma 23.15. Es sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall und es seien
frg: I — R zwei Riemann-integrierbare Funktionen. Dann gelten folgende
Aussagen.

(1) Ist m < f(z) < M fir alle x € I, so ist m(b — a) < f;f(t)dt <
M(b—a).

(2) Ist f(x) < g(x) fir alle x € I, so ist fabf(t) dt < f;g(t) dt.

(3) Die Summe f+g ist Riemann-integrierbar und es ist f;(f+g)(t) dt =
[P r@ydt+ [7g(t)dt.

(4) Fir c € R st [ (cf)(t)dt = c [ f(¢)dt.

(5) Die Funktionen max (f,g) und min (f, g) sind Riemann-integrierbar.

(6) Die Funktion |f| ist Riemann-integrierbar.

(7) Das Produkt fg ist Riemann-integrierbar.

Beweis. Fur (1) bis (4) sieche Aufgabe 23.14. (5). Wir betrachten die Aus-
sage fiir das Maximum. Wir miissen zeigen, dass es zu jedem ¢ > 0 eine
obere und eine untere Treppenfunktion gibt derart, dass die Differenz der
beiden Treppenintegrale < € ist. Sei also ein € > 0 vorgegeben. Aufgrund der
Riemann-Integrierbarkeit gibt es Treppenfunktionen

b
sp und t; mit 57 < f <7 und mit / (t1 — s1)(x) de < €/2
und
b
s9 und ty mit sy < g <ty und mit / (te — s2)(x) dx < €/2.

Wir kénnen annehmen, dass diesen Treppenfunktionen die gleiche Untertei-
lung zugrunde liegt. Es sei ¢y, k = 1,...,n die Lange des k-ten Teilintervalls
I, und es sei

O := (t1 — s1)|r, + (ta — s2)11, -

Dann gilt
> b = Y bl(tr— sl + (2 — s2)l1,)
k=1 k=1
= ka(h —$1)|r, + Zék(b — $9)|1,
k=1 k=1
oL
- 2 2
= £
Wir setzen

s 1= max (1, $2) und ¢ := max (f1, t2) .
Dies ist offenbar eine untere bzw. obere Treppenfunktionen fiir max (f, g).
Wir betrachten ein Teilintervall I}, der gegebenen Unterteilung. Wenn dort

S1 S S92 und tl S t2
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gilt, so ist
t—s = t2_82 S 6k
Wenn dort
S1 S S92 und tg S tl

gilt, so ist ebenfalls
t—s = tl—SQ < tl—Sl < (Sk

Dies gilt auch in den beiden anderen Féllen. Damit ist die Differenz der
Treppenintegrale < Y7 | (;0; < €. (6) folgt direkt aus (5). Fiir (7) siehe
Aufgabe 23.21. O

23. ARBEITSBLATT

23.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 23.1. Bestimme das Treppenintegral tiber [—3, +4] zur Treppen-
funktion, die durch
(5, falls —3<t< -2,

=3, falls —2<t< -1,

%, falls —1<t<—%,
ft) =413, falls t = —3,

m, falls —%<t<e,

0, fallse <t <3,
L1, falls 3 <t <4,

gegeben ist.

Aufgabe 23.2.*
a) Unterteile das Intervall [—4, 5] in sechs gleichgrofle Teilintervalle.

b) Bestimme das Treppenintegral derjenigen Treppenfunktion auf [—4,5],
die auf der in a) konstruierten Unterteilung abwechselnd die Werte 2 und —1
annimmt.

Aufgabe 23.3. Man gebe ein Beispiel fiir eine Funktion f: [a,b] — R an,
die nur endlich viele Werte annimmt, aber keine Treppenfunktion ist.

Aufgabe 23.4. Es seien
fig: [a,b] — R
zwei Treppenfunktionen. Zeige, dass dann auch

(1) f+g,
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(2) f-9,
(3) max (f,g),
(4) min (f,g),

Treppenfunktionen sind.

Aufgabe 23.5. Es sei
f: [a,b] — [¢,d]
eine Treppenfunktion und
g: [e,d] — R
eine Funktion. Zeige, dass die Hintereinanderschaltung g o f ebenfalls eine
Treppenfunktion ist.

Aufgabe 23.6. Berechne das bestimmte Integral

1
/ tdt
0

explizit iiber obere und untere Treppenfunktionen.

Aufgabe 23.7. Berechne das bestimmte Integral

2
/ 3 dt
1

explizit iiber obere und untere Treppenfunktionen.

Aufgabe 23.8. Berechne das bestimmte Integral

7
/ 3+ 3t2 — 2t +5dt
-2

explizit iiber obere und untere Treppenfunktionen.

Aufgabe 23.9.*

Zeige (ohne Stammfunktionen zu verwenden)

1
/ e*dr = e — 1.
0

Aufgabe 23.10. (3 Punkte)

Zeige, dass fiir die Funktion

1
10,1] — R, 2 — —,
x

weder das Unterintegral noch das Oberintegral existiert.
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Aufgabe 23.11. Sei I = [a, b] ein kompaktes Intervall und sei
f: I —R

eine Funktion. Es gebe eine Folge von Treppenfunktionen (s, ),eny mit s, < f
und eine Folge von Treppenfunktionen (t,),eny mit ¢, > f. Es sei vorausge-
setzt, dass die beiden zugehorigen Folgen der Treppenintegrale konvergieren
und dass ihre Grenzwerte iibereinstimmen. Zeige, dass dann f Riemann-
integrierbar ist und dass

b b b
limn_)oo/ sp(x)de = / flz)dx = limn_m/ to(z) dx

gilt.

Aufgabe 23.12. Sei [ ein kompaktes Intervall und sei
f: I —R

eine monotone Funktion. Zeige, dass f Riemann-integrierbar ist.

Aufgabe 23.13. Sei [ ein kompaktes Intervall und sei
f: I —R

eine Funktion. Zeige, dass f genau dann Riemann-integrierbar ist, wenn es
eine Unterteilung a = ag < a; < - -+ < a,, = b gibt derart, dass die einzelnen
Einschrénkungen f; = f|j,_, «,) Riemann-integrierbar sind.

Aufgabe 23.14. Es sei [ = [a,b] C R ein kompaktes Intervall und es seien
fyg: I — R zwei Riemann-integrierbare Funktionen. Beweise die folgenden
Aussagen.

(1) Ist m < f(x) < M fiir alle x € I, so ist m(b —a) < fabf(t)dt <
M(b—a).

(2) Ist f(x) < g(x) fiir alle z € I, so ist fab f(t)dt < f; g(t)dt.

(3) Bsist [} f(t) + g(t)dt = [ f(t)dt+ [} g(t) dt.

(4) Fiir c € Rist [“(cf)(t)dt = c [ f(t)dt.

Aufgabe 23.15. Es sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall und f: I — R
eine Riemann-integrierbare Funktion. Zeige, dass

/abﬂt)dt\ < [rwla

gilt.
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23.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 23.16. (4 Punkte)

Bestimme das bestimmte Integral

b
/ 2 dt

in Abhéngigkeit von a und b explizit iber obere und untere Treppenfunktio-
nen.

Aufgabe 23.17. (5 Punkte)
Man gebe ein Beispiel einer stetigen Funktion
f: la,b] — [e,d]
und einer Treppenfunktion
g: le,d] — R

derart, dass die Hintereinanderschaltung g o f keine Treppenfunktion ist.

Aufgabe 23.18. (6 Punkte)

Zeige, dass fiir die Funktion

1
01| —m R, z+— —
]7] 737 \/57

das Unterintegral existiert, aber nicht das Oberintegral.

Aufgabe 23.19. (8 Punkte)

Berechne das bestimmte Integral

2
1
1t

explizit iiber obere und untere Treppenfunktionen.

Aufgabe 23.20. (5 Punkte)
Wir betrachten die Funktion
f:00,1] — R, t — f(1),

0firt=20
t) = ’
1) {sin%fﬁrt;«é().

Zeige, dass f Riemann-integrierbar ist, dass es aber keine Treppenfunktion
s mit der Eigenschaft gibt, dass [s(t) — f(¢)| < 1 fiir alle ¢ € [0, 1] ist.

mit
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Aufgabe 23.21. (6 Punkte)

Es sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall und es seien f,g: I — R zwei
Riemann-integrierbare Funktionen. Zeige, dass auch fg Riemann-integrierbar
ist.

24. VORLESUNG - HAUPTSATZ

24.1. Der Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Funklion 5.Graces e o) (w5 (= 310 1) e 20302

H ' b
S

= ) b

Zu einer Riemann-integrierbaren Funktion f: [a,b] — R kann man

[P Ft)dt
b—a
als die Durchschnittshohe der Funktion ansehen, da dieser Wert mit der
Liange b — a des Grundintervalls multipliziert den Flacheninhalt ergibt. Der
Mittelwertsatz der Integralrechnung besagt, dass fiir eine stetige Funktion
dieser Durchschnittswert (oder Mittelwert) von der Funktion auch angenom-
men wird.

Satz 24.1. Sei [a,b] ein kompaktes Intervall und sei
f:la,b) — R

eine stetige Funktion. Dann gibt es ein ¢ € [a, b] mit
b
[ rwyie=sen-a).

Beweis. Uber dem kompakten Intervall ist die Funktion f nach oben und
nach unten beschrankt, es seien m und M das Minimum bzw. das Maximum
der Funktion, die aufgrund von Satz 13.9 angenommen werden. Dann ist
insbesondere m < f(z) < M fiir alle z € [a, b] und

m(b—a)g/bf(t)dtSM(b—a).
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Daher ist fff(t) dt = d(b — a) mit einem d € [m,M] und aufgrund des
Zwischenwertsatzes gibt es ein ¢ € [a,b] mit f(c) = d. O

24.2. Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung.

Es ist geschickt auch Integralgrenzen zuzulassen, bei denen die untere Inte-
gralgrenze die obere Intervallgrenze und die obere Integralgrenze die untere
Intervallgrenze ist. Dazu definieren wir fiir @ < b und eine integrierbare Funk-

tion f: [a,0] = R
a b
/b f(t)dt ::—/ f(t)dt.

Definition 24.2. Sei [ ein reelles Intervall und sei
f: I—R

eine Riemann-integrierbare Funktion und a € I. Dann heifit die Funktion
I — R, x>—>/ f(t)dt,
die Integralfunktion zu f zum Startpunkt a.

Man spricht auch von der Flichenfunktion oder einem unbestimmten Integral.

Das x im Satz ist das zg in der Animation, und x + h im Satz ist das wandernde
x in der Animation. Der wandernde Punkt z in der Animation ist ein Punkt, wie
er im Mittelwertsatz der Integralrechnung auftritt.

Die folgende Aussage heifit Hauptsatz der Infinitesimalrechnung.

Satz 24.3. Sei I ein reelles Intervall und sei
f: 1 —R

eine stetige Funktion. Es sei a € I und es sei

Fla) = / oL
die zugehorige Integralfunktion. Dann ist F' differenzierbar und es gilt

F'(x) = f(z)
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fiir alle x € I.

Beweis. Es sei z fixiert. Der Differenzenquotient ist

F(x+h})L—F($) _ %(/amf(t)dt—/jf(t)dt) = %/:Mf(t)dt

Wir miissen zeigen, dass fiir h — 0 der Limes existiert und gleich f(z) ist.
Dies ist dquivalent dazu, dass der Limes von

. ( / U ryan - hf(x))

fir h - 0 gleich 0 ist. Mit der durch f(z) gegebenen konstanten Funktion
konnen wir hf(x f wth f(z) dt schreiben und damit den Ausdruck

- s

betrachten. Indem wir die Funktion f(t) — f(z) betrachten, kénnen wir an-
nehmen, dass f(x) = 0 ist. Wegen der Stetigkeit von f gibt es zu jedem € > 0
ein 0 > 0 derart, dass fiir alle ¢ € [x — J,z + J] die Abschétzung |f(t)| < €
gilt. Damit gilt fiir h € [0, +J] nach Lemma 23.15 die Abschétzung

\/ it dt\<\/ \dt\<\/ edt|= |hle

und daher
1 x+h
\E/ f(t)dt| < e

24.3. Stammfunktion.

Zur Definition von Stammfunktionen setzen wir wieder K = R oder = C.
Wir werden uns aber weitgehend auf den reellen Fall beschranken.

Definition 24.4. Sei D C K offen und sei
f: D—K
eine Funktion. Eine Funktion
F:D—K

heiflt Stammfunktion zu f, wenn F auf D differenzierbar ist und F'(z) = f(x)
gilt fiir alle z € D.

Den Hauptsatz der Infinitesimalrechnung kann man zusammen mit Satz
23.14 als einen Existenzsatz fiir Stammfunktionen interpretieren.
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Korollar 24.5. Sei I ein reelles Intervall und sei
f: I —R

eine stetige Funktion. Dann besitzt f eine Stammfunktion.

Beweis. Es sei a € I ein beliebiger Punkt. Aufgrund von Satz 23.14 existiert
das Riemann-Integral

F(a) = / Ciyd,

und aufgrund des Hauptsatzes ist F'(z) = f(z), d.h. F ist eine Stammfunk-
tion von f. O

Lemma 24.6. Sei I ein reelles Intervall und sei
f:I—R

eine Funktion. Es seien F' und G zwei Stammfunktionen von f. Dann ist
F — G eine konstante Funktion.

Beweis. Es ist
(F-G)) =F -G =f-f=0.
Dabher ist nach Korollar 19.4 die Differenz F' — G konstant. O

Isaac Newton (1643-1727)
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Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

Die folgende Aussage ist ebenfalls eine Version des Hauptsatzes, der darin
ausgedriickte Zusammenhang heifit auch Newton-Leibniz-Formel.

Korollar 24.7. Sei I ein reelles Intervall und sei
f: I —R

eine stetige Funktion, fir die F' eine Stammfunktion sei. Dann gilt fiir a < b
aus I die Gleichheit

/f@ﬁ:F@—F@.

Beweis. Aufgrund von Satz 23.14 existiert das Integral. Mit der Integralfunk-
tion G(x) := [ f(t) dt gilt die Beziehung

/j@ﬁ:g@:@@—m@

Aufgrund von Satz 24.3 ist G differenzierbar mit G'(z) = f(z), d.h. G ist
eine Stammfunktion von f. Wegen Lemma 24.6 ist F'(z) = G(x) + ¢. Daher

ist
/f@ﬁ:cmywmw:F@—c—m@+c:F@_me

Da eine Stammfunktion nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist,
schreibt man manchmal

/ﬂwﬁ:F+a

und nennt c eine Integrationskonstante. In gewissen Situationen, insbesondere
im Zusammenhang mit Differentialgleichungen, wird diese Konstante durch
zusétzliche Bedingungen festgelegt.
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Notation 24.8. Es sei I ein reelles Intervall und F: I — R eine Stamm-
funktion zu f: I — R. Es seien a,b € I. Dann setzt man

F|b = F(b) — F(a) :/ f(t)dt.

Diese Notation wird hauptséichlich bei Rechnungen verwendet, vor allem
beim Ermitteln von bestimmten Integralen.

Mit den schon frither bestimmten Ableitungen von differenzierbaren Funk-
tionen erhélt man sofort eine Liste von Stammfunktionen zu einigen wichti-
gen Funktionen. In der néchsten Vorlesung werden wir weitere Regeln zum
Auffinden von Stammfunktionen kennenlernen, die auf Ableitungsregeln be-
ruhen. Im Allgemeinen ist das Auffinden von Stammfunktionen schwierig.

Die Stammfunktion zu %, wobei x € R, und a € R, a # —1, ist, ist ﬁxaﬂ.

Beispiel 24.9. Zwischen zwei (punktformig gedachten) Massen M und m
bestehe der Abstand Ry. Aufgrund der Gravitation besitzt dieses System
eine gewisse Lageenergie. Wie &ndert sich die Lageenergie, wenn die beiden
Massen auf einen Abstand von R, > Ry auseinander gezogen werden?

Die aufzubringende Energie ist Anziehungskraft mal Weg, wobei die Anzie-
hungskraft allerdings selbst vom Abstand der Massen abhéingt. Nach dem
Gravitationsgesetz ist die Kraft beim Abstand r gleich

Mm
Fr)=7—73-
wobei 7 die Gravitationkonstante bezeichnet. Daher ist die Energie (oder Ar-
beit), die man aufbringen muss, um den Abstand von Ry auf R; zu erhdhen,
gleich

R
M
E = v m

2
Ry r

1 1
pr— M —_— — .
T (Ro Rl)

Damit kann man der Differenz der Lageenergien zum Abstand Ry bzw. R;
einen sinnvollen Wert zuweisen, nicht aber den Lageenergien selbst.
Die Stammfunktion der Funktion % ist der natiirliche Logarithmus.

Die Stammfunktion der Exponentialfunktion ist die Exponentialfunktion
selbst.

Die Stammfunktion von sin z ist — cos x, die Stammfunktion von cos x
ist sin x.
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Die Stammfunktion von # ist arctan x, es ist ja

1

1
cos? (arctan x)

(arctan x) =

cos? (arctan z) 4+ sin? (arctan x)
cos? (arctan )

1+ tan? (arctan x)

B 1
C 14a?
Die Stammfunktion von = auf | — 1, 1] ist
1 1 1
élnlti = é(lnl—i-x—lnl—x),
es ist ja
L 1+z\ 1 1—2 (1—-2)+(1+2)
2 l—x 2 1+ (1—x)?
B 2
2 (14a2)(1—2)
1
(A=)

Auf R\ {—1,1} ist 1 In [{#£| eine Stammfunktion.

In der iibernéchsten Vorlesung werden wir ein Verfahren angeben, wie man
zu einer beliebigen rationalen Funktion (also einem Quotienten aus zwei Po-
lynomen) eine Stammfunktion finden kann.

Achtung! Integrationsregeln sind nur anwendbar auf Funktionen, die im ge-
samten Intervall definiert sind. Z.B. gilt nicht

“dt 1, 1 1 2

— __|ll _ - _ = _ -
—a -

—a 2 7" a a a
da hier iiber eine Definitionsliicke hinweg integriert wird.
Beispiel 24.10. Wir betrachten die Funktion

f: R— R, t— f(),
mit

Ft) o= {Ofﬁrt:O,

%sinti2 firt #£0.
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Diese Funktion ist nicht Riemann-integrierbar, da sie weder nach oben noch
nach unten beschrankt ist. Es existieren also weder untere noch obere Trep-
penfunktionen fiir f. Trotzdem besitzt f eine Stammfunktion. Dazu betrach-

ten wir die Funktion
0 fiir t =0,
H(t) = 2 1 ..
5 cos iz fiirt #0.

Diese Funktion ist differenzierbar. Fiir ¢t # 0 ergibt sich die Ableitung

1 1 1
H'(t) =t cos - + - sin — .
( ) 12 t 12
Fiir t = 0 ist der Differenzenquotient gleich
52 1
T Cos S 1
=5 = —cos — .
s 2 52

Fiir s — 0 existiert der Grenzwert und ist gleich 0, so dass H iiberall diffe-
renzierbar ist (aber nicht stetig differenzierbar). Der erste Summand in H’
ist stetig und besitzt daher nach Korollar 24.5 eine Stammfunktion G. Da-
her ist H — G eine Stammfunktion von f. Dies ergibt sich fiir t # 0 aus der
expliziten Ableitung und fiir t = 0 aus

H/(O) - G'(O) =0-0=0.
24.4. Stammfunktionen zu Potenzreihen.

Wir erinnern daran, dass die Ableitung einer konvergenten Potenzreihe glied-
weise gewonnen werden kann.

Lemma 24.11. FEs ses
=Y
n=0

eine in U (0,r) konvergente Potenzreihe. Dann ist die Potenzreihe

o

2 : ap—1 .ﬁEn
n

n=1

ebenfalls in U (0,r) konvergent und stellt dort eine Stammfunktion fir f dar.

Beweis. Sei x € U (0,r). Nach Voraussetzung und nach Lemma 16.7 ist dann

auch die Reihe

[e.9]

D laua”]

n=0
konvergent. Fiir jedes n > |z| gelten die Abschitzungen

ap—1 "

n—l’
n

S ’an—lx

z _
_‘ S ‘an—lxn !
n
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Daher gilt fiir ein k > |z| die Abschétzung
Ap—1 n
x

(o) [o¢]
g < g ‘an_lx”_l‘ )
n

n==k n==k

Die rechte Reihe konvergiert nach Voraussetzung und ist daher eine konver-

gente Majorante fiir die linke Reihe. Daher konvergiert auch y 7, a”—n‘lx"‘
und nach Satz 9.9 auch ) >, “=Lz". Die Stammfunktionseigenschaft folgt
aus Satz 20.9. O

24. ARBEITSBLATT

24.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 24.1. Berechne das bestimmte Integral f08 f(t) dt, wobei die Funk-
tion f durch

t+1, falls 0 <t < 2,

2 —6t+11, falls2 <t <5,
6, falls 5 <t <6,

—2t+ 18, falls6 <t <8,

ft) =
gegeben ist.

Aufgabe 24.2.*
Berechne das bestimmte Integral zur Funktion

1

fr R Roa s f() = VE- o+ g

tiber [1,4].

Aufgabe 24.3. Berechne das bestimmte Integral
5.2 _
/ ¢+ 3x —6 A
9 z—1

Aufgabe 24.4.*

Berechne den Flidcheninhalt der Flidche, die durch die beiden Graphen zu
f(x) = 2* und g(z) = \/r eingeschlossen wird.
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Aufgabe 24.5.*

Eine Person will ein einstiindiges Sonnenbad nehmen. Die Intensitét der Son-
neneinstrahlung werde im Zeitintervall [6,22] (in Stunden) durch die Funk-
tion

f:16,22] — R, t —> f(t) = —t3 +27t* — 120¢,
beschrieben. Bestimme den Startzeitpunkt des Sonnenbades, so dass die Ge-
samtsonnenausbeute maximal wird.

Aufgabe 24.6.*
Zeige, dass fiir jedes n € N, die Abschétzung

1 1
b~ < In2
ntl nye T s

gilt. Tipp: Betrachte die Funktion f(z) = 1 auf dem Intervall [0, 1].

Aufgabe 24.7. Bestimme die zweite Ableitung der Funktion

F(z) = / VIS — 13 1 2tdt .
0

Aufgabe 24.8. Es sei g: R — R eine differenzierbare Funktion und es sei
f: R — R eine stetige Funktion. Zeige, dass die Funktion
9(x)

h(z) = £(t) at

0
differenzierbar ist und bestimme ihre Ableitung.

Aufgabe 24.9. Es sei f: [0,1] — R eine stetige Funktion. Betrachte die
durch

1
n

an :—/1 f(t)dt

definierte Folge. Entscheide, ob diese Folge konvergiert und bestimme gege-
benenfalls den Grenzwert.

Aufgabe 24.10. Es sei )~ a, eine konvergente Reihe mit a, € [0,1] fiir
allen € Nund sei f: [0,1] — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Zeige,

dass dann die Reihe .
> [ s
n=1 0

absolut konvergent ist.
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Aufgabe 24.11. Sei f eine Riemann-integrierbare Funktion auf [a,b] mit
f(z) > 0 fiir alle = € [a,b]. Man zeige: Ist f stetig in einem Punkt ¢ € [a, b]

mit f(c) > 0, dann gilt
b
/ f(z)dx > 0.

Aufgabe 24.12. Man zeige, dass die Gleichung

/ dt =1
0

eine einzige Losung x € [0, 1] besitzt.

Aufgabe 24.13. Seien
fyg: [a,b] — R

zwei stetige Funktionen mit der Eigenschaft

/f dw—/ g(x)dx .

Beweise, dass es ein ¢ € [a,b] mit f(c) = g(c) gibt.

Aufgabe 24.14. Es seien
fa [ ] — R

zwei stetige Funktionen und es sei g(t) > 0 fiir alle ¢ € [a, b]. Zeige, dass es
dann ein s € [a,b] gibt mit

/ F(Dg(t)dt = f(s) / oty dt.

Aufgabe 24.15. Bestimme den Flacheninhalt unterhalb des Graphen der
Sinusfunktion zwischen 0 und 7.

Aufgabe 24.16.*

Sei
f:[a, 0] — R

/f )z = 0

fiir jede stetige Funktion g: [a,b] — R. Zeige f = 0.

stetig mit
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24.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 24.17. (3 Punkte)
Berechne das bestimmte Integral

/7x3—2x2—x+5
1 r+1

dx .

Aufgabe 24.18. (3 Punkte)

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1

ViVl

Aufgabe 24.19. (4 Punkte)

Berechne den Flicheninhalt der Flache, die durch die Graphen der beiden
Funktionen f und g mit

f(z) =2* und g(z) = —22% + 3z + 4

eingeschlossen wird.

Aufgabe 24.20. (4 Punkte)
Wir betrachten die Funktion
f: R— R t— f(),

0firt=20
t) = ’
/() {sin%fﬁrt%@.

2

Zeige, unter Bezug auf die Funktion g(z) = 22 cos 1, dass f eine Stamm-

funktion besitzt.

Aufgabe 24.21. (5 Punkte)
Betrachte die durch

gegebene Folge. Zeige, dass diese Folge konvergiert und bestimme den Grenz-
wert.

(Verwende Eigenschaften der Wurzelfunktion.)
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Aufgabe 24.22. (6 Punkte)

Man gebe ein Beispiel fiir eine stetige, streng wachsende Funktion
f:10,1] —R

derart, dass es ein n € N gibt mit der Eigenschaft, dass das Treppenintegral
zur maximalen unteren Treppenfunktion zur dquidistanten Unterteilung in
n Teilintervalle grofer ist als dasjenige zu n + 1 Teilintervallen (d.h. mehr
Teilungspunkte fiithren zu einer schlechteren Approximation).

(Ignoriere zuerst die beiden Bedingungen stetig und streng.)

25. VORLESUNG - INTEGRATIONSREGELN

Wir besprechen nun die wesentlichen Rechenregeln, mit denen man Stamm-
funktionen finden bzw. bestimmte Integrale berechnen kann. Sie beruhen auf
Ableitungsregeln.

25.1. Partielle Integration.

Satz 25.1. Es seien
fyg: [a,b] — R

stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt

/f 1) dt = Mb/f

Beweis. Aufgrund der Produktregel ist fg eine Stammfunktion von f¢'+ f'g.
Daher ist

/f ﬁ+/f ﬁ—l%%ﬁ@@m—mm
]

Bei der partiellen Integration sind insbesondere zwei Dinge zu beachten. Er-
stens liegt die zu integrierende Funktion im Allgemeinen nicht in der Form f¢’
vor, sondern einfach als Produkt uwv (wenn kein Produkt vorliegt, so kommt
man mit dieser Regel sowieso nicht weiter, wobei allerdings die triviale Pro-
duktzerlegung lu manchmal helfen kann). Dann muss man einen Faktor in-
tegrieren und den anderen differenzieren. Wenn V' eine Stammfunktion von
v ist, so lautet die Formel

/uv:uV—/u'V.

Zweitens fithrt partielle Integration nur dann zum Ziel, wenn das Integral
rechts, also fab f'(t)g(t) dt, integriert werden kann.
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Beispiel 25.2. Wir bestimmen eine Stammfunktion des natiirlichen Loga-
rithmus In x mittels partieller Integration, wobei wir In = 1 - In z schrei-
ben und die konstante Funktion 1 integrieren und den Logarithmus ableiten.
Damit ist

b b b
1
/ Inzdr = (z-1In x)|2—/ r-—dr = (x-In x)\Z—/ ldr = (z-In 2)°—z[°.
a a T a
Eine Stammfunktion ist also z - In  — =.

Beispiel 25.3. Eine Stammfunktion der Sinusfunktion sin z ist — cos z.
Um Stammfunktionen zu sin™ x zu finden, verwenden wir partielle Integra-
tion, um eine rekursive Beziehung zu kleineren Potenzen zu erhalten. Um
dies prézise zu machen, arbeiten wir mit Intervallgrenzen, und zwar sollen
die Stammfunktionen von 0 ausgehen, also fiir 0 den Wert 0 besitzen. Fiir
n > 2 ist mittels partieller Integration

x x
/ sin” tdt = / sin""? t - sin? ¢ dt
0 0.
= / sin” 2 ¢ - (1 — cos? t)dt
0(13 T
= / sin" 2 ¢t dt / (sin""2 ¢ cos t) cos t dt
0 0

T gin® 1 ¢ 1 x
= / sin”2tdt—mcost\§—</ sin"tdt).
0 n—1 n—1 0

Durch Multiplikation mit n — 1 und Umstellen erhélt man
n/ sin" t dt = (n — 1)/ sin"? t dt — sin" ' x cos x.
0 0
Speziell ergibt sich fiir n = 2

* 1
/ Sin2tdt:§(x—sin:c cos T ).
0

Die folgende Darstellung von 7 heifit Wallissches Produkt.

John Wallis (1616-1703)
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Korollar 25.4. Es gilt die Darstellung

oo

Beweis. Wir setzen

2
an:/ sin” ¢ dt .
0

Dies ist eine fallende Folge, fiir die aufgrund von Beispiel 25.3 die rekursive
Beziehung
n—1

ap = Ap—2

und die Anfangsbedingungen ag = 7 und a; =1 gelten. Ausgeschrieben be-

deutet dies fiir gerades n

(n—1)(n—3)---
nn—2)---4-

-1

3
2

Ay =

|

und fiir ungerades n

n—1)(n—-3)---4-2
nn—2)---5-3

Mit n = 2m bzw. n = 2m + 1 schreibt sich dies als

Ap —

2m-1)2m-3)---3-1 =«
a m = . —
? om(2m —2)---4-2 2
bzw. als
2m(2m —2)---4-2
Aom+1 = .
2m+1)2m—1)---5-3
Da die Folge fallend ist und ajﬁ = Z—ﬁ gilt, konvergieren die Quotienten

_a:L gegen 1. Also ist insbesondere

Q2m

1 = hmm—)oo
A2m+1
(2m—1)(2m—3)---3-1 ¢

2m(2m—2)--42 2

= limp e 2m(2m—2)--4-2
@m+1)(2m—1)-53
_ (2m+1)(2m —1)*(2m —3)*---52.3%.1 «
= llmm—>oo Y

(2m(2m —2)---4-2)? 2

Hier kann man den Zéahler, indem man zwei aufeinander folgende Faktoren
ausmultipliziert, als [],~,(4k* — 1) und den Nenner als [],-, 4k* schreiben.
Daher ist

[T 4%° T

li —.
Hhmoe T @k = 1) 2




257

25.2. Integration der Umkehrfunktion.

Satz 25.5. Es sei f: [a,b] — [c,d] eine bijektive differenzierbare Funktion
und es sei F' eine Stammfunktionvon f. Dann ist

Gly) =yf'(y) — F(f ' (y))

eine Stammfunktion der Umkehrfunktion f=!.

Beweis. Ableiten unter Verwendung von Lemma 18.7 und Satz 18.9 ergibt

W) - FU' W) = f )+ ) —

1
f'(f~1 () f'(f1(y)
= ().

g

& ol =
Funktionsgraph mit Umkehrfunktion und Flachen zur Berechnung eines Integrals
der Umkehrfunktion.

Diese Aussage besitzt einen einfachen geometrischen Hintergrund. Wenn
f: [a,b] — Ry eine streng wachsende stetige Funktion ist (und daher ei-
ne Bijektion zwischen [a,b] und [f(a), f(b)] induziert), so besteht zwischen
den beteiligten Flédcheninhalten der Zusammenhang

b f(b)
/ fyds+ [ 50 d=b50) ~af@

bzw.
1)

FH ) dt = bf(b) — af(a) — / f(s)ds.
f(a) a

Fiir die Stammfunktion G von f~! mit dem Startpunkt f(a) gilt daher, wenn
F die Stammfunktion zu f bezeichnet, die Beziehung

Gly) = /f ( Rl
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@ 1)
= W) — af(a) / £(s) ds

yf'(y) —af(a) = F(f ' (y) + Fl(a)
= yf'(y) — F(f'(y)) —af(a) + Fl(a),

wobei —af(a) 4+ F(a) eine Integrationskonstante ist.

Beispiel 25.6. Wir berechnen eine Stammfunktion von arctan x unter Ver-
wendung von Satz 25.5. Eine Stammfunktion des Tangens ist

/tantdt:— In(cos z).

Also ist
x - arctan x + In (cos (arctan z))

eine Stammfunktion von arctan z.

25.3. Die Substitutionsregel.

Satz 25.7. Sei I ein reelles Intervall und sei
f:I—R
eine stetige Funktion. Es sei

g: la,b] — I

stetig differenzierbar. Dann gilt
b , g(b)
/ flg(t)g'(t) dt = /( | f(s)ds.
a g(a

Beweis. Wegen der Stetigkeit von f und der vorausgesetzten stetigen Diffe-
renzierbarkeit von ¢ existieren beide Integrale. Es sei F' eine Stammfunktion
von f, die aufgrund von Korollar 24.5 existiert. Nach der Kettenregel hat
die zusammengesetzte Funktion ¢ — F(g(t)) = (F o g)(t) die Ableitung
F'(g(t)d'(t) = f(g(t))g'(t). Daher gilt insgesamt
b g(b)
| ong 0y = Fog)ls = o) —Flote) = Pl = [ sty
a g(a

g

Beispiel 25.8. Typische Beispiele, wo man sofort erkennen kann, dass man
die Substitutionsregel anwenden kann, sind beispielsweise

/ q"q
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mit der Stammfunktion

1 gn—l—l
n+1
oder )
/2
g
mit der Stammfunktion
Ing.

Héaufig liegt ein bestimmtes Integral nicht in einer Form vor, dass man die
vorstehende Regel direkt anwenden kénnte. Haufiger kommt die folgende
umgekehrte Variante zum Zug.

Korollar 25.9. FEs sei
fila, b)) — R
eine stetige Funktion und es sei
P [Ca d] — [CL, b]a S+ SD(S)’
eine bijektive, stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt
b )
[ rwa= [ et - o) ds
a ¢~ *(a)
Beweis. Nach Satz 25.7 ist

e 1(b) I O)) b
[ senseras = [ wa= [

~1(a) w(p~(a))

O
Bemerkung 25.10. Die Substitution wird folgendermaflen angewendet: Es

soll das Integral
b
| rwa

berechnet werden. Man muss dann eine Idee haben, dass durch die Substi-
tution

t=p(s)
das Integral einfacher wird (und zwar unter Beriicksichtigung der Ableitung
¢'(t) und unter der Bedingung, dass die Umkehrfunktion ¢! berechenbar
ist). Mit ¢ = ¢~ !(a) und d = ¢~ 1(b) liegt insgesamt die Situation
e,d] %5 [a,0] L5 R
vor. In vielen Fillen kommt man mit gewissen Standardsubstitutionen weiter.

Bei einer Substitution werden drei Operationen durchgefiihrt.

(1) Ersetze f(t) durch f(p(s)).
(2) Ersetze dt durch ¢'(s)ds.
(3) Ersetze die Integrationsgrenzen a und b durch p~'(a) und ¢~ (b).
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Fiir den zweiten Schritt empfiehlt sich die Merkregel
dt = dp(s) = ¢'(s)ds,

der man im Rahmen der Theorie der , Differentialformen® auch eine inhalt-
liche Bedeutung geben kann.

Beispiel 25.11. Die obere Kreislinie des Einheitskreises ist die Punktmenge
{(z,y)| x> +y*=1,-1<z<1,y>0}.

Zu gegebenem x, —1 < x < 1, gibt es genau ein y, das diese Bedingung erfiillt,
namlich y = /1 — x2. Daher ist der Flacheninhalt des oberen Einheitskreises
gleich der Fliache unter dem Graphen der Funktion x +— /1 — 22 iiber dem
Intervall [—1, 1], also gleich

1
/ v1—22dz.
-1

Mit der Substitution
x = cost bzw. t = arccos x

(wobei cos : [0, 7] — [—1, 1] bijektiv ist), erhélt man

arccos b

b
/\/1—3:26133 = V1 — cos? t(— sin t)dt

arccos a

arccos b
= - / sin® ¢ dt
arccos a

arccos b
arccos a °

= §(sint cost —1t)
Insbesondere ist
%(LE -sin (arccos x ) — arccos ) = %(a: V1 — 22 — arccos )
eine Stammfunktion zu v/1 — z2. Daher ist
/11 V1—a22dr = %(Sin 0+sinm +7) = 7/2

Beispiel 25.12. Wir bestimmen eine Stammfunktion von +/x? — 1 unter
Verwendung der Hyperbelfunktionen sinh ¢ und cosh ¢, fiir die die Bezie-
hung cosh? t — sinh? ¢t = 1 gilt. Die Substitution

x = cosh ¢ mit de = sinh ¢ dt

liefert
b
/ vz —1ldx =

Eine Stammfunktion des Sinus hyperbolicus im Quadrat ergibt sich aus

arcosh b

V cosh?t —1-sinh t dt = / sinh? ¢ dt.

arcosh a

arcosh b

arcosh a

1 S
sinh® t = (é(et - e_t)) = Z(ezt +e 72 —2).
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Dabher ist
1 /1 1 1 1
/ sinh?udu = = | =e® — ¢ -2y ) = = sinh 2u — —u
4\ 2 2 4 2
und somit

1 1
/\/x2 —ldx = 2 sinh (2 arcosh =) — ) arcosh x .

Beispiel 25.13. Wir wollen eine Stammfunktion fiir die Funktion
2

x
J(x) = (x cos x — sin x)?

bestimmen. Als Voriiberlegung berechnen wir die Ableitung von

1

rcosx — sinx
Diese ist
cos T —xsinr — cosT x sin x
~ (rcosx —sinz)?  (zcosz —sinx)?
Wir schreiben daher f als ein Produkt
Fla) = T sin x x

(z cos z — sin )2 sin z

und wenden darauf partielle Integration an, wobei wir den ersten Faktor in-
tegrieren und den zweiten Faktor ableiten. Die Ableitung des zweiten Faktors
ist

( T )’ sinx —x cos x
sin x sin? z '
Dabher ist

/f(m)dx - ! N

rcosx —sinx sinzx

1 sinx —x cos x
— - . —5 dx
T cosx — sin x sin® x
1 T 1
= . — + —— dx
rcosx —sinz sinzx sin“ x
1 T
= . — cot x.

rcosx —sinx sinx

25. ARBEITSBLATT

25.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 25.1. Berechne das bestimmte Integral

N
/ x sin 22 dx .
0
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In den folgenden Aufgaben, bei denen es um die Bestimmung von Stamm-
funktionen geht, ist jeweils ein geeigneter Definitionsbereich zu wéhlen.

Aufgabe 25.2. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

tan x .

Aufgabe 25.3. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

" In x.

Aufgabe 25.4. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
Nz
ev®.

Aufgabe 25.5. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

{L'S

Vet +2

Aufgabe 25.6. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

sin? z

cos? x

Aufgabe 25.7. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

2% cosx —a%- sinx .

Aufgabe 25.8. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

arcsin .

Aufgabe 25.9. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
143y —2
(=22 —Vr—2

Aufgabe 25.10. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

(In(14 sin z)) - sin x .



263
Aufgabe 25.11. Es sei [ ein reelles Intervall und es sei
f+ I —R

eine stetige Funktion mit der Stammfunktion F'. Es sei GG eine Stammfunktion
von F' und es seien b, ¢ € R. Bestimme eine Stammfunktion der Funktion

(bt + ) - £(1)

Aufgabe 25.12. Es sei
f: [a,b] — [e,d]

eine bijektive, stetig differenzierbare Funktion. Man beweise die Formel fiir
die Stammfunktion der Umkehrfunktion, indem man fiir das Integral

[ rwa

die Substitution y = f(z) durchfithrt und anschliefiend partiell integriert.

Aufgabe 25.13. Sei n € N, . Bestimme eine Stammfunktion der Funktion
R, — R, 2 —> z¥/™,

unter Verwendung der Stammfunktion von 2™ und Satz 25.5.

Aufgabe 25.14. Bestimme eine Stammfunktion des natiirlichen Logarith-
mus unter Verwendung der Stammfunktion seiner Umkehrfunktion.

Aufgabe 25.15.*

Berechne das bestimmte Integral
[
—dx.
0 Y 5 41

Aufgabe 25.16.*

Berechne durch geeignete Substitutionen eine Stammfunktion zu

V3x2 +5r —4.
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25.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 25.17. (3 Punkte)

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

sin (In x) .

Aufgabe 25.18. (4 Punkte)

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
2+ 1
(x+1)%°

z .

Aufgabe 25.19. (4 Punkte)
Es sei I ein reelles Intervall und es sei
f:I—R

eine stetige Funktion mit der Stammfunktion F'. Es sei GG eine Stammfunktion
von F und H eine Stammfunktion von GG. Es seien a, b, ¢ € R. Bestimme eine
Stammfunktion der Funktion

(at®> + bt +c) - f(t)

Aufgabe 25.20. (5 Punkte)
Es sei
e le,d] — [a,b]
eine streng wachsende, bijektive Funktion und
f:[a,0] — R
eine Treppenfunktion.
a) Zeige, dass f o ¢ ebenfalls eine Treppenfunktion ist.

b) Sei nun ¢ zuséatzlich differenzierbar. Bestéitige die Gleichung

[ rwa= [ s

direkt, ohne Bezug auf die Substitutionsregel.



265

Aufgabe 25.21. (5 Punkte)

Sei
g R—R
eine stetige Funktion. Betrachte die Funktion

Flz) = /0 sin(t)g(z — )dt, z € R.

Zeige, dass f eine zweite Ableitung besitzt, und dass die folgende Beziehung
gilt:
f"+f=g.

(Mit einer geeigneten Substitution kann man erreichen, dass die Variable x
nicht mehr als Argument der Funktion ¢ auftritt. Danach geht es darum,
geeignete trigonometrische Formeln anzuwenden.)

Aufgabe 25.22. (5 Punkte)

1
y=f(x)

Es sei

f:00,1] — Ry
eine differenzierbare Funktion mit f’(z) > 0 fir alle z > 0. Fiir welche
Punkte t € [0, 1] besitzt der Flacheninhalt der schraffierten Fliache ein lokales
Extremum? Handelt es sich dabei um ein Minimum oder um ein Maximum?

26. VORLESUNG -PARTIALBRUCHZERLEGUNG

Wir erinnern an den Begriff einer rationalen Funktion:

Zu zwei Polynomen P, Q € K[X], @ # 0, heifit die Funktion
P(z)

Q(z)’

D—K, z+—
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wobei D das Komplement der Nullstellen von () ist, eine rationale Funktion.

Wir méchten zeigen, wie man zu solchen rationalen Funktionen eine Stamm-
funktion finden kann. In vielen Féllen wissen wir das bereits. Wenn ) = 1
ist, so handelt es sich um ein Polynom P, das problemlos zu integrieren ist.

Fiir die Funktion 1/z ist der natiirliche Logarithmus In |z| eine Stammfunk-
tion.?° Damit ist auch eine Funktion vom Typ
1
ar +b

(mit a # 0) integrierbar, eine Stammfunktion ist £ In |az 4 b|. Damit kann
man iiberhaupt beliebige rationale Funktionen der Form

P(x)

ar +b
£21

integrieren. Die Division mit Rest*" fiihrt zu einer Darstellung

P=H(ax+0b)+c,

mit einem weiteren Polynom H und wobei das Restpolynom c konstant ist,
da sein Grad kleiner als der Grad des linearen Polynoms ist, durch das die
Division durchgefiihrt wird. Aus dieser Gleichung erhélt man die Darstellung

P(z) c
2 g
ar +b ar +0b’

wobei wir fiir die beiden Summanden Stammfunktionen angeben kénnen. Die
Division mit Rest wird auch im allgemeinen Fall entscheidend sein. Davor
betrachten wir aber noch den Fall eines quadratischen Nennerpolynoms mit
Zahler 1, also

1
ax? +bx + c
mit a,b,c € R, a # 0. Durch Multiplikation mit a (bzw. Division des Nen-
ners durch a) kann man den Koeffizienten vor z? zu 1 normieren. Durch
quadratisches Ergédnzen kann man

P rbrtc=(z+d?+e

schreiben. Mit der neuen Variablen uw = x + d (bzw. mit der Substitution
u = x + d) schreibt sich dies als u* + e. Mit einer weiteren Substitution unter
Verwendung der Quadratwurzel von e bzw. von —e gelangt man zu

1
52 oder I

20Dje Wahl eines geeigneten Definitionsbereichs, um die Aussagen iiber Stammfunktio-
nen auch in dieser Hinsicht prézise zu machen, iiberlassen wir dem Leser.

2IMan kann die Division mit Rest durch ein lineares Polynom ax+b sukzessive fortsetzen
und erhélt ein Polynom in der ,neuen Variablen“ u = ax + b. Dies geht nicht mit einem
Polynom von hoéherem Grad.
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Im ersten Fall gilt

/ L "
v = arctan v
1+ v?

und im zweiten Fall gilt

1 1 1+ 1
/1_U2d1} = §ln =0 = §(ln(1+v)—1n(1—v)),

wie in der 24. Vorlesung gezeigt wurde. Fiir die inversen Funktionen zu Poten-

zen von reellen quadratischen nullstellenfreien Polynomen werden die Stamm-
funktionen durch folgende Rekursionsformel bestimmt.

Lemma 26.1. Es sei 2 + bx + ¢ (mit b,c € R) ein quadratisches Polynom
ohne reelle Nullstelle (d.h., dass A = % < 0 ist). Dann ist*?

1 1 b
VAN arctan JA (x + 5)
eine Stammfunktion von
1

x2+br+c
und fiirn > 1 gilt die Rekursionsformel

s 1 1 2%tb . s 1
dr = . In —2 ———dx | .
/T (22 + bz + c)nt? o n(4c — b2) ((22 +bz+c)" Ir =+ (4n )/T (22 + bz + )" x)

Beweis. Ableiten ergibt

(ren (e (o) = e e oo
1

A+ (z+ %)2
1

c—%—I—ﬂ—i—bx—i—%

22+ br+c

Zum Beweis der Rekursionsformel setzen wir ¢(x) := z® + bz + ¢ und leiten

ab.
(2z +b)g™) = 2¢7" —n(2x+b)g " (2x+ )

22Manchmal wird eine Stammfunktion zu einer Funktion mit einer neuen Variablen an-
gegeben, um die Rollen von Integrationsvariablen und Variable fiir die Integrationsgrenzen
auseinander zu halten. In einem unbestimmten Integral, wo keine Integrationsgrenzen auf-
gefithrt werden, ist das nicht wichtig. Bei einem Integral der Form foz f(z)dz ist = die
Integrationsvariable und z die Grenzvariable. Der Ausdruck hidngt aber nicht von x ab,
sondern lediglich von z. Deshalb ist [ f(z)dz = F(z) (auf beiden Seiten steht eine von
% abhiingige Funktion, und diese stimmen iiberein) richtig und [; f(z)dz = F(z) falsch.
Eine Formulierung wie F(z) ist eine Stammfunktion von f(z) ist aber korrekt..
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= 2¢7" —ng "2z +b)?
207" — ng " (4a? + 4ab + b?)
= 207" —ng " (4q — 4c + V)
207" — 4ng " 4+ n(de — b*)g !
= (2—4n)g " +n(de—bH)g " 1.
Division durch n(4c — b?) und Umstellen ergibt
1 4n — 2

= —— (22 4+0)¢ ") + ——q "

n(4c — b?) (2 + b)) + n(4c — b2)q

Dies ist die Behauptung. O

—n—1

q

Bemerkung 26.2. Mit Lemma 26.1 kann man auch rationale Funktionen

der Form
rr+ s

(22 + bx + )"

(mit 7, s € R, r # 0,) integrieren, wo also das Z#hlerpolynom linear ist und
das Nennerpolynom eine Potenz eines quadratischen Polynoms ist. Bein =1
ist ,
r 5 oo 2r +b rr+ %
(2 In (@ +bx+c)) T2 22+4br+c  2+br+c
D.h., dass die Differenz zwischen dieser Ableitung und der zu integrierenden
Funktion vom Typ

u

24+ br+c
ist, was wir aufgrund von Lemma 26.1 integrieren konnen. Bei n > 2 ist

—r 1 '
2n—1) (22 +bx+ )"t
—r 1
= (= N-2r+b) s ——
2(n—1) (=n+1)- (2r+h) (22 + bz + )"
rT + %b
(2 4+ bx +c)?
und wieder ist das Integral auf eine schon behandelte Situation zuriick-
gefiihrt.

Wir mochten fiir beliebige rationale Funktionen f = g mit P,Q € R[X]
Stammfunktionen bestimmen. Dies geht grundsétzlich immer, vorausgesetzt,
dass man eine Faktorzerlegung des Nennerpolynoms besitzt. Aufgrund der
reellen Version des Fundamentalsatzes der Algebra, den wir in Analysis 11

beweisen werden,? gibt es eine Faktorzerlegung
Q=(X—b) (X =) a s,

ZWenn man auf diese spétere Aussage nicht vorgreifen mochte, so kann man sich im
Folgenden auf die Situation beschrinken, wo eine Zerlegung des Nennerpolynoms explizit
gegeben ist.
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wobei die ¢; quadratische Polynome ohne reelle Nullstellen sind. Das Bestim-
men der Stammfunktionen zu rationalen Funktionen beruht auf der Partial-
bruchzerleqgung von rationalen Funktionen, die wir zuerst besprechen.

26.1. Partialbruchzerlegung.

Die Partialbruchzerlegung liefert eine wichtige Darstellungsform fiir eine ra-
tionale Funktion P/@, bei der die Nenner besonders einfach werden. Wir
beginnen mit dem Fall K = C, wo wir den Fundamentalsatz der Algebra zur
Verfiigung haben.

Satz 26.3. Es scien P,Q € C[X], Q # 0, Polynome und es sei
Q=(X—-a)" (X —ay)™

mit verschiedenen a; € C. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom
H e C[X] und eindeutig bestimmte Koeffizienten ¢;; € C, 1 <i <s, 1<
j < T, mit

P C11 C12 Cir
—=H+ + 4+ —"r
Q X — aq (X — a1)2 (X — al)”l
‘l‘ Cs1 + Cs2 + + Csrs
X —as (X —ay)? (X —a,)"s

Beweis. Die Division mit Rest liefert eine eindeutige Darstellung

P P

L H4+

Q- ""aq
mit grad (P) < grad (Q). Wir miissen daher die Aussage nur fiir Quotienten
aus Polynomen zeigen, wo der Grad des Z&hlerpolynoms kleiner als der Grad
des Nennerpolynoms ist.Wir fithren Induktion iiber den Grad r = Y7, 7
des Nennerpolynoms. Bei r = 0,1 ist nichts zu zeigen, bzw. der Quotient
steht bereits in der gewiinschten Form. Es sei nun ¢ ein Nennerpolynom
vom Grad r und die Aussage sei fiir kleineren Grad bereits bewiesen. Es sei

X — a; ein Linearfaktor von (), so dass wir
Q= Q(X —ap)

schreiben kénnen, wobei @ den Grad r — 1 besitzt. Die Ordnung von X — a;
in @) sei r1. Wir setzen

P o Ciry +
Q (X —a)n

Q1 o

an. Dies fithrt auf

P=c, (X —a)? (X —a)"+P(X —ay),
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aus der wir ¢, und P bestimmen wollen. Da die Gleichheit insbesondere fiir
X = ay gelten soll, muss

P(a1)
(al —_ a2)rz . (a1 — as)rs

sein, wobei diese Division erlaubt ist, da die a; als verschieden vorausgesetzt
wurden. Wir betrachten nun

P—cy (X —a)? (X —as)™

Cl’r’l -

mit dem soeben bestimmten Wert cy,.,. Fiir diese Differenz ist dann a; nach
Konstruktion eine Nullstelle, so dass man nach Lemma 11.6 durch X — a4
teilen kann, also

P — ClT1<X — 0,2>T2 ce (X — as)rs = (X — a/l)p
erhiilt. Dadurch ist P eindeutig festgelegt. Der Grad von P ist kleiner als

der Grad von P und der Grad von P ist kleiner als der Grad von Q. Daher

£ die Induktionsvoraussetzung anwenden. U

konnen wir auf 5

Wir wenden uns nun der reellen Situation zu.
Satz 26.4. Es seien P,Q € R[X], Q # 0, Polynome und es sei
Q=(X—a)" "'(X—as)Tthf QZ

mit verschiedenen a; € R und verschiedenen quadratischen Polynomen Q)
ohne reelle Nullstellen. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom H &€
R[X] und eindeutig bestimmte Koeffizienten ¢;; € R, 1 <i<s,1<j <y,
und eindeutig bestimmte lineare Polynome Ly = dieX + epe, 1 < k < w,
1 S 14 S tk, mat

P C11 C12 Cir
_ = H e . —n
Q +X—CL1+(X—CL1)2+ +(X—a1)”
Cs1 S2 ST
+ +X_as+(X_as)2+ +(X—as)”
Lll L12 L1t1
e
@1 i H
Lul u2 Lutu
+ E + -7 + + ™

Beweis. Wir gehen von der komplexen Partialbruchzerlegung von P/Q) aus.
Die reell quadratischen Polynome Q). zerfallen komplex als

mit z = 2, € C. In der komplexen Partialbruchzerlegung betrachten wir die
Teilsumme
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mit ¢, d € C. Wenn man auf die gesamte komplexe Partialbruchzerlegung die
komplexe Konjugation anwendet, so bleibt der reelle Quotient g unverandert,
so dass auch die Partialbruchzerlegung in sich iiberfiithrt wird. Daher miissen
c und d zueinander konjugiert sein und die obige Teilsumme ist daher
c c (X —2)' +e(X —2)* S
X " X—2f T T X-of(X-2 Qb

wobei das Zéhlerpolynom S reell ist, da es invariant unter der komplexen
Konjugation ist. Dieses Zéahlerpolynom ist im Allgemeinen nicht linear, wir
werden aber zeigen, dass man weiter auf lineare Zahlerpolynome reduzieren
kann. Der Grad von S ist kleiner als der Grad des Nennerpolynoms. Durch
sukzessive Division mit Rest von S durch @y erhélt man

S = Lo+ LiQy + LoQi + -+ + Le—lel
mit linearen (reellen) Polynomen L;. Daher ist
S Lo+ L1Qp + LoQ? + -+ + Li 1 Q4 Ly Ly Loy Ly
Y 7 = ittt T :
Qy, Q. QL Qb Qi Ok

Wenn man alles aufsummiert, so erhélt man insgesamt die Behauptung. [J

Neben dem Umweg iiber die komplexe Partialbruchzerlegung gibt es weite-
re Methoden, in Beispielen die reelle Partialbruchzerlegung zu bestimmen.
Grundsétzlich bedeutet das Bestimmen der (reellen oder komplexen) Koeffi-
zienten in der Partialbruchzerlegung, ein (inhomogenes) lineares Gleichungs-
system zu l6sen, wobei man sowohl durch Koeffizientenvergleich als auch
durch das Einsetzen von bestimmten Zahlen zu hinreichend vielen linearen
Gleichungen kommt.

Beispiel 26.5. Wir betrachten die rationale Funktion
1 1
X -1 (X-1D(X2+X+1)’
wobei der Faktor rechts reell nicht weiter zerlegbar ist. Daher muss es eine
eindeutige Darstellung

1 _a . bX +c¢
(X3-1) X-1 X2+X+1
geben. Multiplikation mit dem Nennerpolynom fiihrt auf

1 a(X?+ X +1)+ (X +¢)(X —1)
= (a+b)X*+(a+c—bX+a—-c

Koeffizientenvergleich fiithrt auf das inhomogene lineare Gleichungssystem

a+b=0unda+c—b=0unda—c=1

mit den eindeutigen Losungen

1 1 2
- b=—=c=—=.
3 3

a =
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Die Partialbruchzerlegung ist also
1 3 —3X -2 11 1 X+2
= —+ - - —
(X3-1) X—-1 X?24+X+1 3 X—-1 3 X?4+X+1
Beispiel 26.6. Wir betrachten die rationale Funktion
X*-X+4+5 X°—-X+45
X4+ X2 X%(X241)°
wo die Faktorzerlegung des Nennerpolynoms sofort ersichtlich ist. Der Ansatz
X*-X+4+5 a N b +cX—i—d
X2(X2+1) X X2 X241
fithrt durch Multiplikation mit dem Nennerpolynom auf
XP—X+5 = aX(X?+1)+bX*+1)+ (cX +d)X?
= aX’+aX +bX*+b+cX?+dX?
= (a+)X*+ (b+d)X*+aX + 0.

Koeffizientenvergleich fiihrt auf das inhomogene lineare Gleichungssystem

a+c=1lundb+d=0unda=—-1und b=5
mit der Losung
b=5a=-1,d=—-5c=2.
Insgesamt ist die Partialbruchzerlegung also gleich
X3 —X+5 1 5 2X -5
X(x2+1) X X2 T X4l

26.2. Integration rationaler Funktionen.

Verfahren 26.7. Es sei eine rationale Funktion

P
=4

gegeben, fiir die eine Stammfunktion gefunden werden soll. Dabei seien P
und @ reelle Polynome. Man geht folgendermaflen vor.

(1) Bestimme die reelle Faktorzerlegung des Nennerpolynoms Q.
(2) Finde die Partialbruchzerlegung

" deeX + e
ke ke
o (S o (T h)-
i — =1 k
(3) Bestimme fiir H, fiir jedes
Cij
(X — ai)j
und fiir jedes
dng + €k

Qs
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eine Stammfunktion.

Beispiel 26.8. Wir mochten eine Stammfunktion zu

bestimmen. Nach Beispiel 26.5 ist die reelle Partialbruchzerlegung gleich

1 11 1 x4+ 2
»—-1 3 z—1 3 224z+1
11 1 20+4
3 2—-1 6 x24+x+1
11 1 2z+1 1 3
3 z—1 6 224zxz+1 6 224x+1
11 1 2241 1 1
3 -1 6 224zx+1 2 224ax+1

Als Stammfunktion ergibt sich daher

11| 1] 11(2+ +1) ! t 2(+1)
— 1 |(r — — = 1IN X — —= - arctan —— | T - s
3 6 V3 V32

wobel wir fiir den rechten Summanden Lemma 26.1 verwendet haben.

Beispiel 26.9. Wir mochten eine Stammfunktion zu
> —x+5
@) ==
bestimmen. Nach Beispiel 26.7 ist die reelle Partialbruchzerlegung gleich
¥ —r+5 1 N 5 +2x—5
w2(224+1) 2 22 22417

Als Stammfunktion ergibt sich daher
—In || =527+ In(2® + 1) — 5 arctan .
26. ARBEITSBLATT

26.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 26.1. Bestimme die Partialbruchzerlegung von
3X54+4X*—2X2+5X —6
X3 ‘

Aufgabe 26.2. Bestimme die Koeffizienten in der Partialbruchzerlegung in
Beispiel 26.6 durch Einsetzen von einigen Zahlen fiir X.
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Aufgabe 26.3. Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerlegung

von
1

X2(X2+1)

Aufgabe 26.4. Bestimme die komplexe Partialbruchzerlegung von
1
X3 -1

Aufgabe 26.5. Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerlegung

von
1

X3(X 13

Aufgabe 26.6. Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerlegung
von
X3 44X2 47
X2-X-2 "

Aufgabe 26.7. Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerlegung

von
1

X(X —1)(X —2)(X —3)°

Aufgabe 26.8.*

Es sei 5 )
z°+ 7z —bx +4

a) Bestimme die reelle Partialbruchzerlegung von f(z).

b) Bestimme eine Stammfunktion von f(z).

Aufgabe 26.9.*

Wir betrachten die Funktion
2 +3 =22+ —1

f: R\{l} — R, z+— - 12+ 1)

a) Bestimme die reelle Partialbruchzerlegung von f.

b) Bestimme eine Stammfunktion von f fir z > 1.
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Aufgabe 26.10.*
Bestimme eine Stammfunktion von
53 + 4x — 3
241

mittels Partialbruchzerlegung.

Aufgabe 26.11.*
Bestimme eine Stammfunktion von
22 +1
z(z —1)(z —2)

fir z > 2.

Aufgabe 26.12. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

22 4+5

Aufgabe 26.13. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

1
x2—5"

Aufgabe 26.14. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

1
20241 —1"

Aufgabe 26.15. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

1
1424

Aufgabe 26.16. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

7ab — 182° 4+ 823 — 922 + 2
27 — 326 + 204 — 323 +22 -5
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26.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 26.17. (4 Punkte)

Schreibe die rationale Funktion
203 — 42?2 4+ 5x — 1
4x + 3
in der neuen Variablen u = 4x + 3. Berechne die Stammfunktion iiber die
reelle Partialbruchzerlegung und iiber die Substitution v = 4x + 3.

Aufgabe 26.18. (4 Punkte)

Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerlegung von
1
X4—-1

Aufgabe 26.19. (4 Punkte)

Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerlegung von
X"+ X*—5X+3
X84+ X6 X1 X2~

Aufgabe 26.20. (5 Punkte)

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
3x — 5
(2422 +7)%

27. VORLESUNG - WEITERE STAMMFUNKTIONEN

27.1. Stammfunktionen zu rationalen Funktionen in der Exponen-
tialfunktion.

Nachdem wir nun rationale Funktionen integrieren kénnen, kénnen wir auch
fiir eine ganze Reihe von Funktionen eine Stammfunktion finden, die wir
durch gewisse Standardsubstitutionen auf eine rationale Funktion zuriickfiih-
ren konnen.

Lemma 27.1. Es sei [ eine rationale Funktion in der Exponentialfunktion,
d.h. es gebe Polynome P,Q € R[X], Q # 0, derart, dass
P (e
1 = 2
Q (")

gilt. Dann kann man durch die Substitution

t=1Ins
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das Integral [ f(t)dt auf das Integral einer rationalen Funktion zuriick-
fiihren.

Beweis. Bei der Substitution ¢t = In s ist
1
dt = —ds,
s

und fiir die Polynome P(e') und Q(e') ergeben sich

P (et) =P (eln S) = P(s) und Q (et) ( )

( )
Qs)
tion muss man dann s = e’ einsetzen. U

In deren Stammfunk-

Im vorstehenden Lemma geht es um die zusammengesetzten Funktionen vom
Typ

P

U2 R -2 R,
wobei der Definitionsbereich U C R durch
U={z€R|Q(e*) # 0}
festgelegt ist.

Beispiel 27.2. Wir wollen eine Stammfunktion fiir die Funktion

f(t) = —

et + et
finden. Das in Lemma 27.1 beschriebene Verfahren fithrt auf die rationale

Funktion
1 1 1 1

(s+s%)s  $2(s2+1) 82 £2+1
so dass die Partialbruchzerlegung direkt vorliegt. Die Stammfunktion von
dieser rationalen Funktion ist

—— — arctan s.
S

Die Stammfunktion von f ist daher

—— — arctan €'
et

Neben dem Polynomring K[X] in einer Variablen iiber einem Kérper K gibt
es auch Polynomringe in mehreren Variablen, wobei wir im Folgenden nur
den Polynomring in zwei Variablen benétigen. Man schreibt ihn als KX, Y]
und definiert ihn am einfachsten als

(KXDYT,
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wobei der Grundring K[X] allerdings kein Korper ist. Jedenfalls besteht die-
ser Ring aus allen Polynomen in zwei Variablen, also aus Ausdriicken der
Form

aogo + a0 X + agY + (120X2 + a1 XY + a02Y2 + a30X3 + a21X2Y
-+ &12XY2 + a03Y3 + ...

Entsprechend gibt es auch rationale Funktionen in zwei Variablen. Diese sind
wiederum Quotienten aus zwei Polynomen in zwei Variablen. Wenn man in
eine solche Funktion in zwei Variablen zwei Funktionen in einer Variablen
einsetzt, so erhédlt man wieder eine Funktion in einer Variablen. Dies ist der
Fall in den folgenden Situationen.

Korollar 27.3. Es sei eine rationale Funktion in den Hyperbelfunktionen
sinh und cosh gegeben, d.h. es gebe zwei Polynome P und @ in zwei Va-

riablen mit QQ # 0 derart, dass
P(sinh ¢, cosh t)

t) =
f®) Q(sinh ¢, cosh t)
gilt. Dann ldsst sich das Integral

/ () dt

auf das Integral einer rationalen Funktion in der FExponentialfunktion zurick-
fithren und damit ldsen.

Beweis. Mit . . . .
et —e” e+ e
und cosh t = +2
erhiilt man eine rationale Funktion in ef und e~ = (¢f) ™", so dass insgesamt
eine rationale Funktion in der Eponentialfunktion vorliegt. Deren Stamm-
funktion lasst sich wie in Lemma 27.1 beschrieben finden. U

sinh ¢t =

27.2. Stammfunktionen zu rationalen Funktionen in trigonometri-
schen Funktionen.

Lemma 27.4. FEs sei eine rationale Funktion in den trigonometrischen Funk-
tionen sin t und cos t gegeben, d.h. es gebe zwei Polynome P und () in zwei
Variablen mit QQ # 0 derart, dass

ft) =

gilt. Dann fihrt die Substitution

P(sint, cos t)
Q(sin t, cos t)

t = 2 arctan s

/ () dt

das Integral
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auf das Integral einer rationalen Funktion zuriick.

Beweis. Bei der Substitution ¢ = 2 arctan s ist s = tan% und dt =
1+%ds. Aus den trigonometrischen Funktionen wird unter Verwendung von
Satz 15.10
ot . 13 +t
sint = sin [ =+ =
2 2
t t
— 92sin [~ ) - z
an (1) s (1)
t
= 2tan (= | - cos? E
2 2
t cos? (L
= 2tan | = ’ (2) 57
2 cos? () + sin® (%)
2t (f) !
= an (=) -
2) 1+ tan® (%)
1
= 2
1 + 52
und
; t + t
cost = cos | =+ =
2 2

1
= —1
1 4 tan? (%)
1
= 9 1
1+ s2
B 1 — s?
1482

Da sowohl das Differential dt als auch die trigonometrischen Funktionen bei
dieser Substitution rationale Ausdriicke in s sind, liegt nach dieser Substitu-
tion insgesamt eine rationale Funktion vor. U

Beispiel 27.5. Die Stammfunktion von
1

sin t

berechnet sich unter Verwendung von Lemma 27.4 folgendermaflen.

1 1 2 2 1
/_ dt:/ s ds:/—ds.
sin t 25 1+ s2 s

Die Stammfunktion von ﬁlt ist daher In (tan %)
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27.3. Stammfunktionen zu rationalen Funktionen in Wurzelfunk-
tionen.

Lemma 27.6. Es sei f eine rationale Funktion in x und in ?gig (mit

a,b,r,s €R, a,rx+s#0,n €N, ), d.h. es gebe Polynome in zwei Variablen,

P,Q € Rlz,y], Q #0, derart, dass
P (a, {fett)
Q (o §/=2)

gilt. Dann kann man durch die Substitution

fx) =

su™ —b

Tr =
a—ru”
die Berechnung von ff(:v)d:v auf das Integral einer rationalen Funktion in
u zurickfihren.

Beweis. Wir kénnen sa — rb # 0 annehmen, da sonst Zihler und Nenner
im Wurzelausdruck linear abhéngig sind und man teilen konnte. Bei der
angegebenen Substitution ist

JJar +b at=b 4}
= | e o
T+ S ,r;‘“ ru” +s
Ja(su™ —b) + bla — ru™)
r(su™ —b) + s(a — run)
. lasu™ — bru™
—rb+ sa
u.
Da die Ableitung der rationalen Funktion x = Zﬂ;g nach u wieder eine
rationale Funktion in w ist, ist das Gesamtergebnis nach dieser Substitution
eine rationale Funktion in wu. U

Lemma 27.7. Es sei f eine rationale Funktion in x und in vax? + bx + ¢
(mita,b,c € R, a # 0 und so, dass ax®*+bx-+c auch positive Werte annimmt),
schreiben kann, d.h. es gebe Polynome in zwei Variablen, P,Q € R[X], Q #

0, derart, dass
P(r,vVar?2+bx+c
oy = Do ver )
Q (x, vazr? + bx + c)

gilt. Dann kann man durch eine Substitution der Form
x=at+f
(o, B € R, a #0), die Berechnung von [ f(x)dx auf ein Integral der Form

(1) [R(t,V1—1)at,
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(2) [R(t,VE?—1)dt,
(3) [R(t,VE2+1)dt,

zuriickfihren, wobei R wieder eine rationale Funktion in zwei Variablen ist.
In diesen drei Fillen fithren die Substitutionen

(1) t = sin s,
(2) t = cosh s,
(3) t = sinh s,

auf das Integral iiber eine rationale Funktion in trigonometrischen Funktio-
nen bzw. in Hyperbelfunktionen

Beweis. Durch eine Substitution der Form v = /ax bzw. v = /—ax ver-

einfacht sich die Quadratwurzel zu Vu2 + bu + ¢ bzw. zu vV —u2 + bu + ¢.

Quadratisches Ergénzen fiihrt zu vv? 4 € bzw. v/ —v? + é. Durch eine weitere
Substitution der Form w = \/Uﬂ erhilt man vévw? + 1 oder v/—evuw? — 1

oder aber?* v/év/—w? + 1. Dies sind alles affin-lineare Substitutionen. Die Er-
gebnisse unter der Gesamtsubstitution sind von der angegebenen Art. Wenn
es sich um ein Integral zu einer rationalen Funktion der Form

R (t, Vi- t2>
handelt, so fiihrt £ = sin s zu

VI—t2 = v1—sin’?s = Vcos?s = cos s

und zu

dt = (sin s)'ds = cos sds,
so dass sich eine rationale Funktion in den trigonometrischen Funktionen
sin s und cos s ergibt. Bei einem Integral zu einer rationalen Funktion der

Form
R (t, m)

fiilhrt + = cosh s (unter Verwendung von cosh® s — sinh® s = 1, siehe
Aufgabe 20.20) zu

t2—1 = sinh s
und zu
dt = (cosh s)'ds = sinh sds,
so dass sich eine rationale Funktion in den Hyperbelfunktionen sinh s und
cosh s ergibt.

Bei einem Integral zu einer rationalen Funktion der Form
R (t, NG 1)

24Der Fall v—w? — 1 ist nicht moglich, da dann die urspriingliche Funktion fiir keine
reelle Zahl definiert wire.
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fiilhrt t = sinh s zu
t2+1 = cosh s
und zu
dt = (sinh s)'ds = cosh sds,

so dass sich wieder eine rationale Funktion in den Hyperbelfunktionen sinh s
und cosh s ergibt. Il

Beispiel 27.8. Wir wollen fiir die Funktion
1
21—
eine Stammfunktion bestimmen. Mit der in Lemma 27.7 beschriebenen Sub-

stitution
t = sin s und dt = cos sds

werden wir auf die Funktion

1 1
sin? s - cosd s s = sin? s - cos? s
gefiihrt. Mit der in Lemma 27.4 beschriebenen Substitution
s = 2 arctan u, ds = ——du, sin s = 2u und cos s = 1_—UQ
1+ u? 1+ u? 1+ u?
werden wir auf die rationale Funktion
1+u?)* 1+«d)* 2 (1+u2)® uS + 3ut + 3u? + 1

W (1—w2)? 1+ 2 (1—w)’(14u)?® 20— dud + 202

gefithrt. Hierfiir miissen wir die Partialbruchzerlegung finden. Die Division
mit Rest ergibt

1
ul + 3ut +3u? +1 = (2u6—4u4+2u2)§+5u4+2u2+1,

so dass es also um die rationale Funktion
1 Sut + 2u? + 1

2 + 2ub — 4ut 4+ 2u?
geht. Diese Funktion ist eine rationale Funktion in v = u?, so dass wir zuerst
die Partialbruchzerlegung von

S +u+3 S +u+3

v —2202+v  v(v—1)2

bestimmen. Der Ansatz
31)2 +v+ % a b c
vv—12 v v—1 (v—1)2

fithrt zu
5 1
51)2—{—1)—1-5 =a(v—12+bv(v—1)+ cv.
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Einsetzen von v =0, v = 1 und v = 2 fithrt zu

1
— = q
2 J
4 = ¢,
und
25 1
?:a+26+2025+2b+8, also b= 2.
Daher ist
Sw¥+v+i 4 2 4
22 = 24 +
v(v—1)2 v v—1 (v—1)2
bzw.

Sl
w(u? —1)2 w2 w?—-1 (u?—1)%

Mit den Identitaten

2 1 1
w?—1 u—1 wu+1
und
4 _ 1 1 2
(w?—12  ‘u—1 u+1
B 1 n 1 2
w—172 (w+1? (w—1)u+1)
B 1 N 1 1 N 1
(u—l)2 (u+1)2 u—1 wu+1
ergibt sich schlieBlich
Sut +u?+ 2 1 1 1
22 - 24 +

ww2—1)7? v (u—12 " (u+1)?

Die Stammfunktion von

ist daher
1 1 1
2T u—1 utt
Daher ist
1 ; S 1 1 1 1
2 an (2) 2 tan (%) tan (g) —1 tan (%) +1

eine Stammfunktion von

1
sin? s - cos?2 s’
und
1 (arcsin t ) 1 1 1 1
— tan —— : _ : . :
2 2 2 tan (%) tan (%) —1 tan (arcszlnt) +1
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ist eine Stammfunktion von
1

v
27. ARBEITSBLATT

27.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 27.1. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
€2t + et + 1
et —1

Aufgabe 27.2.*

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1

sinh ¢

fir ¢t > 0.

Aufgabe 27.3. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
In 22

xndx’

Aufgabe 27.4.*

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion ( =5 <t < %)
1
cos t

Aufgabe 27.5.*

a) Bestimme die reelle Partialbruchzerlegung von

4s

st—2824+1
b) Bestimme eine Stammfunktion von
4s

st —2s2+1°

¢) Bestimme eine Stammfunktion von
1

sinh? t




285

Aufgabe 27.6. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

1

sin® z

Aufgabe 27.7. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
2 —cosx
2+ cosx

Aufgabe 27.8. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

cos (2x) sin? (1) .

Aufgabe 27.9. Zeige, dass die in Lemma 27.4 verwendeten Substitutionen

sin t = 1_%12 und cos t = };2; die Kreisgleichung 2 + y? = 1 erfiillen.

Aufgabe 27.10. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

V3x2 +4r — 2.

Aufgabe 27.11. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1

Vaz —2r+2

Aufgabe 27.12. Erstelle ein Abbildungsdiagramm, das aufzeigt, wie sich
eine rationale Funktion in den trigonometrischen Funktionen als eine zusam-
mengesetze Funktion ergibt.

Aufgabe 27.13. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1

cosh z + sinh? z

Aufgabe 27.14. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1
9a* 4+ 4a~*

mit a > 1.
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27.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 27.15. (4 Punkte)

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
2 4 Bt
et —1 7

Aufgabe 27.16. (4 Punkte)
Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

1
sin (3x) cos (z) |

Aufgabe 27.17. (6 Punkte)
Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

1
/=22 +5x—6

Aufgabe 27.18. (6 Punkte)
Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
(Va2 +z+1)?+423Va2+x+1—3z
2/ +x+1 .

28. VORLESUNG - DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

28.1. Gewohnliche Differentialgleichungen.

Welche Bewegung vollzieht ein Lowenzahnfallschirmchen? Das Fallschirm-
chen l&sst sich zu jedem Zeitpunkt von dem Wind tragen, der an der Stelle
herrscht, wo es sich gerade befindet. Der Wind, seine Stérke und seine Rich-
tung, hangt sowohl von der Zeit als auch vom Ort ab. Das bedeutet, dass hier
ein gewisser , Riickkopplungsprozess“ vorliegt: Die bisherige Bewegung (also
die Vergangenheit) bestimmt, wo sich das Fallschirmchen befindet und damit
auch, welcher Wind auf es einwirkt und damit den weiteren Bewegungsablauf.
Solche Bewegungsprozesse werden durch Differentialgleichungen beschrieben.
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Differentialgleichungen sind ein fundamentaler Bestandteil der Mathematik
und der Naturwissenschaften. Sie driicken eine Beziehung zwischen einer
abhingigen GroBe und der Anderung dieser Grofie aus. Viele GesetzmiBig-
keiten in der Natur wie Bewegungsprozesse, Ablauf von chemischen Reak-
tionen, Wachstumsverhalten von Populationen werden durch Differentialglei-
chungen beschrieben. Hier besprechen wir nur solche Differentialgleichungen,
die durch Integration gelost werden konnen.

Definition 28.1. Es sei U C R? eine offene Teilmenge und es sei
f: U _>R7 (tvy) — f(tay)a
eine Funktion. Dann nennt man

y' = f(ty)
die (gewohnliche) Differentialgleichung zu f (oder zum Vektorfeld oder zum
Richtungsfeld f).

Dabei ist ¥/ = f(t,y) erstmal nur ein formaler Ausdruck, dem wir aber
sofort eine inhaltliche Interpretation geben. Das y soll eine Funktion in einer
Variablen reprasentieren und 3’ ihre Ableitung. Dies wird préizisiert durch
den Begriff der Ldsung einer Differentialgleichung.

Definition 28.2. Es sei U C R? eine offene Teilmenge und es sei
f: U —>R7 (tvy) — f(t7y>7
eine Funktion. Zur gewohnlichen Differentialgleichung

y' = f(ty)
heifit eine Funktion
y: I — R, t— y(t),
auf einem (mehrpunktigen) Intervall I C R eine Lisung der Differentialglei-
chung, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind.

(1) Esist (t,y(t)) € U fiir alle t € 1.
(2) Die Funktion y ist differenzierbar.
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(3) Esist ¢/(t) = f(t,y(t)) fur alle t € I.

Differentialgleichungen beschreiben haufig physikalische Prozesse, insbeson-
dere Bewegungsprozesse. Daran soll auch die Notation erinnern, es steht ¢
fiir die Zeit und y fiir den Ort. Dabei ist hier der Ort eindimensional, d.h. die
Bewegung findet nur auf einer Geraden statt. Den Wert f(t,y) sollte man
sich als eine zu einem Zeit- und Ortspunkt vorgegebene Richtung auf der
Ortsgeraden vorstellen. Eine Losung ist dann eine Funktion

y: I — R, t— y(t),

die differenzierbar ist und deren Ableitung, vorgestellt als Momentange-
schwindigkeit, zu jedem Zeitpunkt ¢ mit dem durch f(¢,y(t)) gegebenen
Richtungsvektor iibereinstimmt. In Analysis I werden wir auch Bewegungen
betrachten, die sich in der Ebene oder im Raum abspielen, und die durch ein
entsprechendes Richtungsfeld gesteuert werden.

Die Losung einer Differentialgleichung ist im Allgemeinen nicht eindeutig,
man muss noch Anfangsbedingungen festlegen.

Definition 28.3. Es sei U C R? eine offene Teilmenge und es sei
f: U —>R7 (tay) — f(tay)a
eine Funktion. Es sei (tg,y0) € U vorgegeben. Dann nennt man
y' = f(t,y) und y(to) = yo

das Anfangswertproblem zur gewdhnlichen Differentialgleichung v' = f(¢,y)
mit der Anfangsbedingung y(to) = yo.

Definition 28.4. Es sei U C R? eine offene Teilmenge und es sei
f: U —>Ra (tay) — f(tay)7
eine Funktion. Es sei (tg, y9) € U vorgegeben. Dann nennt man eine Funktion
y: I — R, t — y(t),
auf einem Intervall I C R eine Ldsung des Anfangswertproblems
y' = f(t,y) und y(to) = yo,
wenn y eine Losung der Differentialgleichung ist und wenn zusétzlich
y(to) = Yo
gilt.
Es gibt kein allgemeines Verfahren eine Differentialgleichung bzw. ein An-

fangswertproblem explizit zu 16sen. Die Losbarkeit héngt wesentlich von der
gegebenen Funktion f(t,y) ab.

Das eine Differentialgleichung beschreibende Vektorfeld f(¢,y) héngt im All-
gemeinen von beiden Variablen ¢ und y ab. Einfache, aber keineswegs triviale
Spezialfille von Differentialgleichungen liegen vor, wenn das Vektorfeld nur
von einer der beiden Variablen abhéngt.
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28.2. Ortsunabhingige Differentialgleichungen.

Definition 28.5. Eine gewohnliche Differentialgleichung
v =f(ty)

heifit ortsunabhdngig, wenn die Funktion f nicht von y abhéngt, wenn also
f(t,y) = g(t) mit einer Funktion ¢ in der einen Variablen ¢ gilt.

Eine ortsunabhéngige gewohnliche Differentialgleichung

y' = g(t)

zu einer stetigen Funktion g ist nichts anderes als das Problem, eine Stamm-
funktion G(t) von g zu finden; eine Losung y der Differentialgleichung ist
ja genau durch die Bedingung ausgezeichnet, dass y/(t) = g(t) ist. Da eine
Stammfunktion nur bis auf die Integrationskonstante bestimmt ist, besitzt
ein ortsunabhéingiges Anfangswertproblem eine eindeutige Losung.

Beispiel 28.6. Wir betrachten das ortsunabhéngige Anfangswertproblem
1
t?—1
Die Funktion ﬁ besitzt die Partialbruchzerlegung
1 1 1 1 1
2-1 2 t—1 2 t+1

daher sind die Stammfunktionen (wir beschrénken uns auf ¢ > 1) gleich

y = mit der Anfangsbedingung y(5) = 3.

Yty =5t —1)— 2 It +1) 4.
Die Anfangsbedingung y(5) = 3 fiihrt auf
%-lnll—— In6+c=3,
also ist
c= —3 ln4—|—% In 6

und die Losungsfunktion des Anfangswertproblems ist

1 1 1 1
y(t) =5 -mE-1) =g -MmE+1)+3- 5 -Mmd+ - 6.

2 2
Beispiel 28.7. Wir betrachten das ortsunabhéngige Anfangswertproblem
1
Yy = mit der Anfangsbedingung y(0) =5.
cosh ¢

Es ist
1 2 2¢t

cosht  et+et 241’
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so dass eine rationale Funktion in der Exponentialfunktion vorliegt, die wir
nach Lemma 27.1 iiber die Substitution ¢ = In s losen konnen. Das transfor-

mierte Integral ist dabei
/ 2s 1
- —ds.
s2+1 s

Eine Stammfunktion dazu ist
2 arctan s.

Somit ist

2 arctan (et)

1

eine Stammfunktion von ——. Fiir das Anfangswertproblem setzen wir

2 arctan (eo) +c =95
an. Dies fiihrt auf
c = 5— 2 arctan 1,
also ist
y(t) = 2 arctan (e') +5 — 2 arctan 1
die Losung des Anfangswertproblems.

28.3. Zeitunabhingige Differentialgleichungen.

Definition 28.8. Eine gewohnliche Differentialgleichung
y = fty)

heifit zeitunabhdngig, wenn die Funktion f nicht von ¢ abhéngt, wenn also
f(t,y) = h(y) mit einer Funktion A in der einen Variablen y gilt.

Bei einer zeitunabhéngigen Differentialgleichung héngt nur das zugrunde lie-
gende ,, Vektorfeld“ nicht von der Zeit ab, die Losungsfunktionen sind hinge-
gen im Allgemeinen zeitabhéngig.

Beispiel 28.9. Wir betrachten die zeitliche Entwicklung einer Population,
die durch folgende Eigenschaften charakterisiert ist.

(1) Die Individuen der Population leben ewig.

(2) Alle Individuen beteiligen sich ab ihrer Geburt mit gleichem Engage-
ment und gleichem Erfolgan der Fortpflanzung.

(3) Zeugung und Geburt finden gleichzeitig statt.

(4) Der Fortpflanzungserfolg eines Individuums ist unabhéngig von der
Grofle der Gesamtpopulation.

Unter diesen Bedingungen ist die Vermehrung, also der Zuwachs der Popula-
tion, allein von der momentanen Populationsgrofie abhéngig und proportional
zu dieser. Wenn man die Populationsentwicklung als y(t) ansetzt, so erhélt
man eine gewohnliche Differentialgleichung

y'(t) = cy(t)
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(oder kurz ¢y = cy) mit einer Konstanten ¢ € R,. Die Losungsfunktionen
sind
)\ect

(wobei im Populationsbeispiel A € R, ist). Man spricht von exponentiellem
Wachstum der Population, und zwar unabhéngig davon, ob ¢ grofl oder klein
ist.

Beispiel 28.10. Eine Wiiste (oder ein Kornblumenfeld) sei kreisrund und
breite sich mit der Zeit kontinuierlich aus, indem die Grenze gleichméfig
nach auflen geschoben werde, und zwar pro Zeiteinheit um einen gewissen
Vortrieb. Die Flache der Wiiste sei durch die Funktion gegeben z(t). Die
Grenze der Wiiste hat somit die Linge 24/7+/2(t) und diese Lénge ist pro-
portional zum Wiistenzuwachs zum Zeitpunkt ¢. Es ergibt sich daher eine
Differentialgleichung

Z(t) = en/2(t)
mit einer Konstanten ¢ € R,. Die Losungen haben die Form

02

t) = —t*
Z( ) 4 )
wie man direkt durch Ableiten bestétigen kann.

28.4. Differentialgleichungen héherer Ordnung.

Galileo Galilei (1564-1642) entdeckte das Gesetz des freien Falls.

Viele physikalische Bewegungsprozesse sind nicht dadurch determiniert, dass
zu jedem Zeit- und Ortspunkt die Bewegungsrichtung (also die gerichtete
Geschwindigkeit) vorgegeben wird, sondern dadurch, dass zu jedem Zeit-
und Ortspunkt eine Kraft auf ein Teilchen wirkt, die dieses beschleunigt. In
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diesem Fall kann die Bewegung also nicht durch die erste Ableitung (Ge-
schwindigkeit) modelliert werden, sondern durch die zweite Ableitung (Be-
schleunigung). Typische Beispiele hierzu sind die durch die Gravitation oder
eine Federkraft hervorgerufenen Bewegungen.

Beispiel 28.11. Ein Gegenstand der Masse m wird im Vakuum aus einer
Hohe 0 zum Zeitpunkt 0 losgelassen und féllt unter dem Einfluss der Gra-
vitation zu Boden (freier Fall im Vakuum). Dabei wirkt auf den Kérper die
Gravitationskraft gm (die Erdbeschleunigung g nehmen wir fiir diesen Be-
wegungsvorgang als konstant an), die ihn nach dem Gesetz ,,Kraft ist Masse
mal Beschleunigung* beschleunigt. Die Beschleunigung ist also konstant und
unabhéngig von der Masse. Dies bedeutet, dass die Geschwindigkeit v(t) des
Korpers die Differentialgleichung

V(t) = —g
erfiillt (die Wahl des Vorzeichens bewirkt, dass der Korper ins Negative fillt).

Die durch die Anfangsbedingung (der Gegenstand ruhe zum Zeitpunkt 0)
v(0) = 0 festgelegte Losung ist daher

v(t) = —gt.
Der zuriickgelegte Weg y(t) des Korpers ergibt sich wiederum aus der Diffe-
rentialgleichung
y(t) = v(t) = —gt,
die besagt, dass die Ableitung des Weges nach der Zeit die Momentange-
schwindigkeit beschreibt. Die Losung davon ist
9.2
t) = —=t".
y(t) 5
Den Gesamtvorgang kann man durch die Differentialgleichung zweiter Ord-
nung
y = -9
ausdriicken.

Beispiel 28.12. Ein Gegenstand der Masse m wird aus der Hohe losgelassen
und fallt unter dem Einfluss der Gravitation zu Boden. Dabei wirkt auf den
Korper einerseits die Gravitationskraft gm (die Erdbeschleunigung ¢ neh-
men wir fiir diesen Bewegungsvorgang als konstant an), die ihn beschleunigt,
andererseits wird diese Beschleunigung durch den Luftwiderstand verringert.
Nach einem physikalischen Gesetz ist die Reibung (bei relativ kleinen Ge-
schwindigkeiten) proportional und entgegengesetzt zur Geschwindigkeit des
Korpers. Es sei 8 der Reibungswiderstand, also dieser Proportionalititsfak-
tor. Die auf den Korper (nach unten) wirkende Gesamtkraft ist daher

F(t) = gm — By'(t).

Wegen
E(t)

y'(t) = —
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gilt daher fiir diesen Bewegungsvorgang die Differentialgleichung zweiter
Ordnung

y":—ﬁyurg.
m

Real Space Phase Spaca

' Velocity

Beispiel 28.13. Wir betrachten die Bewegung eines Punktes auf einer Ge-
raden, wobei die auf den Punkt (in Richtung des Nullpunkts) wirkende Kraft
(bzw. Beschleunigung) proportional zur Lage des Punktes sein soll. Wenn der
Punkt sich in R, befindet und sich in die positive Richtung bewegt, so wirkt
diese Kraft bremsend, wenn er sich in die negative Richtung bewegt, so wirkt
die Kraft beschleunigend. Mit der Proportionalitdtskonstante 1 gelangt man
zur Differentialgleichung (zweiter Ordnung)

!

y =Y,

die diesen Bewegungsvorgang beschreibt. Als Anfangsbedingung wéhlen wir
y(0) = 0 und ¢'(0) = v, zum Zeitpunkt 0 soll die Bewegung also durch den
Nullpunkt gehen und dort die Geschwindigkeit v besitzen. Man kann sofort
die Losung

y(t) = v-sint

angeben.

28. ARBEITSBLATT

28.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 28.1.%*

Lose das Anfangswertproblem

y' =2 mit y(5) = 3.
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Aufgabe 28.2.*
Lose das Anfangswertproblem

y =3t — 3t + 4 mit y(—1) = —5.

Aufgabe 28.3. Lose das Anfangswertproblem
Y = sint mit y(m) = 7.

Aufgabe 28.4. Lose das Anfangswertproblem
y = 3t> — 2t + 5 mit y(3) = 4.

Aufgabe 28.5. Man mache sich anschaulich und mathematisch klar, dass
bei einer ortsunabhéngigen Differentialgleichung der Abstand zwischen zwei
Losungen y; und y, zeitunabhéngig ist, d.h. dass y;(t) — y2(t) konstant ist.

Man gebe ein Beispiel, dass dies bei zeitunabhéngigen Differentialgleichungen
nicht der Fall sein muss.

Aufgabe 28.6. Untersuche die gewohnlichen Differentialgleichungen, die so-
wohl zeit- als auch ortsunabhéngig sind.

Aufgabe 28.7. Wie siecht der Graph einer Abbildung
RxR—R

aus, die nur von einer Variablen abhéngt.

Aufgabe 28.8. Finde alle Losungen zur gewohnlichen Differentialgleichung
/
y=y.

Die folgende Aufgabe setzt Aufgabe 19.11 voraus.

Aufgabe 28.9. Es sei
D(R,R) ={f:R — R| f differenzierbar}

die Menge der differenzierbaren Funktionen. Bestimme die Eigenwerte, die
Eigenvektoren und die Dimension der Eigenrdume der Ableitung

D(R,R) —s Abb (R,R), f— f.
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Aufgabe 28.10. Finde die Losungen fiir die gewohnliche Differentialglei-
chung

/

y =y

wln

mit c € R,

Finde eine inhaltliche Interpretation zu dieser Differentialgleichung analog
zu Beispiel 28.10.

Aufgabe 28.11. Zeige, dass y(x) = 2™ (n € N,) eine Losung der gewohnli-
chen Differentialgleichung

/ n—1

y =nyr
auf R, ist.

Aufgabe 28.12. Finde eine differenzierbare Funktion y(¢) (nicht die Null-
funktion), die die Bedingung

y(t) = y(t—1)
erfiillt (dabei ist y(t — 1) als der Wert der Funktion y an der Stelle ¢t — 1

zu verstehen, nicht als das Produkt der Funktionsvariablen y mit ¢ — 1; es
handelt sich also nicht um eine Differentialgleichung).

Aufgabe 28.13. Finde einen zweidimensionalen Losungsraum fiir die Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung
7
y =Y.
Lose damit das Anfangswertproblem

y" =y mit y(0) =3 und y'(0) = —2.

Aufgabe 28.14. Finde einen zweidimensionalen Losungsraum fiir die Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung

/"

y' =~y
Lose damit das Anfangswertproblem

y" = —y mit y(0) =5 und ¢'(0) = 6.

Aufgabe 28.15. Zeige, dass die Menge aller Losungen der Differentialglei-
chung

y(n) =0

einen n-dimensionalen reellen Vektorraum bilden.
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28.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 28.16. (3 Punkte)

Finde eine Losung zur gewohnlichen Differentialgleichung

y=t+y.
Aufgabe 28.17. (4 Punkte)
Lése das Anfangswertproblem

/ t3
V=5 mit y(1) = 2.
Aufgabe 28.18. (4 Punkte)
Lose das Anfangswertproblem
1
/
t) =
y(t) sinh ¢

auf R, mit der Anfangsbedingung y(1) = 7.

Aufgabe 28.19. (4 Punkte)

Finde alle polynomialen Losungen der Differentialgleichung dritter Ordnung

y/// =9y — Sty/ + y//.

Aufgabe 28.20. (5 Punkte)

Zeige, dass es zu jedem n € N, unendlich oft differenzierbare Funktionen
f: C—C, z+— f(2),

derart gibt, dass die n-te Ableitung f™ mit f iibereinstimmt, die Ableitun-
gen f® i < n, aber nicht.

Aufgabe 28.21. (4 Punkte)

Man gebe ein Beispiel einer stetigen, streng wachsenden Funktion
f: R — R+

mit f(0) = 1 und mit f(x+1) = 2f(x) fiir alle z € R, die von 2% verschieden
ist.
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29. VORLESUNG - LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

29.1. Homogene lineare gewohnliche Differentialgleichungen.
Definition 29.1. Eine Differentialgleichung der Form
y =gty
mit einer Funktion (I reelles Intervall)
g: I — R, t— g(t),

heifit lineare Differentialgleichung bzw. genauer gewdhnliche homogene linea-
re Differentialgleichung.

Linear bedeutet hierbei, dass in f(¢,y) = g(t)y der Ort y linear eingeht, d.h.
zu jedem fixierten Zeitpunkt ¢ ist f(¢g,y) eine lineare Funktion in y.

Die folgende Aussage zeigt, dass solche Differentialgleichungen durch Integra-
tion gelost werden konnen. Die Nullfunktion ist natiirlich immer eine Losung,
interessant sind daher die Losungen, die noch zusétzliche Eigenschaften (ty-
pischerweise eine Anfangsbedingung) erfiillen.

Satz 29.2. Es sei
Y =g(t)y
eine homogene lineare gewdhnliche Differentialgleichung mit einer stetigen
Funktion
g: I — R, t— g(t),
die auf einem Intervall I C R definiert sei. Es sei G eine Stammfunktion zu
g auf I. Dann sind die Lésungen der Differentialgleichung gleich
y(t) =c-exp (G(t)) mit c € R.
Das Anfangswertproblem

y' = g(t)y und y(to) = yo
(mit ty € I, yo € R) besitzt eine eindeutige Lisung.

Beweis. Zunichst gibt es eine Stammfunktion G von ¢ aufgrund von Ko-
rollar 24.5, so dass die angegebenen Funktionen existieren. Durch Ableiten
bestétigt man direkt, dass diese Funktionen wirklich Losungen sind. Es sei y
eine beliebige Losungsfunktion. Wir betrachten den Quotienten

( y() )' _ YD exp Gt) —y(t) - (exp (G1)) - 9(1))
exp G(t) exp? G(t)
y(t)g(t) exp G(t) — y(t) - (exp (G(t)) - 9(1))
exp? G(t)

= 0,

so dass aufgrund von Lemma 24.6 der Quotient y(®)

exp G(t)
woraus die Behauptung folgt. Die Bedingung y(t9) = yo legt den Skalar

= exp(y% eindeutig fest. O

konstant sein muss,
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Beispiel 29.3. Die homogene lineare gewohnliche Differentialgleichung
y =0
besitzt genau die konstanten Losungen
y(t) =cmit ce R.
Dies folgt direkt aus Lemma 24.6, aber auch aus Satz 29.2.
Beispiel 29.4. Die homogene lineare gewohnliche Differentialgleichung
y'=y
besitzt genau die Losungen
y(t) = ce’ mit c € R.

Beispiel 29.5. Sei a € R. Die homogene lineare gewohnliche Differential-
gleichung
Yy =ay
besitzt nach Satz 29.2 die Losungen
y(t) = ce™ mit c € R.

In den bisherigen Beispielen war die Funktion g(¢) konstant, und es war be-
sonders einfach, die Losungen anzugeben. Man spricht von einer homogenen
linearen gewohnlichen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Die
folgenden Beispiele besitzen keine konstanten Koeffizienten, sondern varia-
ble Koeffizienten. Diese Differentialgleichungen sind sowohl orts- als auch
zeitabhéngig.

Beispiel 29.6. Wir betrachten die homogene lineare gewthnliche Differen-
tialgleichung

Eine Stammfunktion zu g(t) = % ist der natiirliche Logarithmus. Die Losun-
gen dieser Differentialgleichung sind daher nach Satz 29.2 gleich

c-exp(Int)=ct
mit ¢ € R.

Beispiel 29.7. Wir betrachten die homogene lineare gewthnliche Differen-
tialgleichung (¢ > 1)

yo Y
21"
Um die Losungen zu bestimmen brauchen wir eine Stammfunktion zu
1 1 1/2 1/2

9(t) = 5 = t—D)t+1) t—1 t+1

Aus der Partialbruchzerlegung gelangt man zur Stammfunktion

G(t):%ln(t—l)—%ln(wrl).



299

Daher sind die Losungen gleich

- exp <% ln(t—l)—%ln(t—i—l)) =c-

Beispiel 29.8. Wir betrachten die homogene lineare gewthnliche Differen-
tialgleichung

t—
t

—_

:

Jo Y
2+1
Um die Losungen zu bestimmen brauchen wir eine Stammfunktion zu
1
t) =
g9(t) PR

eine solche ist durch
G(t) = arctan t

gegeben. Daher sind die Losungen gleich

c-exp (arctan t).

29.2. Inhomogene lineare gewohnliche Differentialgleichungen.

Es gibt homogene lineare Gleichungsysteme, bei denen es darum geht, den
Kern einer linearen Abbildung zu bestimmen, und es gibt inhomogene lineare
Gleichungssysteme, wo man das Urbild zu einem Vektor (Storvektor) unter
einer linearen Abbildung bestimmen soll. Auch zu den linearen Differential-
gleichungen gibt es eine inhomogene Variante, bei der eine Stirfunktion die
Sache verkompliziert. Wie bei linearen Gleichungssystemen ist es auch hier
wichtig, zuerst die zugehorige homogene Gleichung zu losen.

Definition 29.9. Eine Differentialgleichung der Form
y' =gy + h(t)

mit zwei auf einem Intervall I C R definierten Funktionen ¢ +— g¢(t) und
t — h(t) heilt inhomogene lineare gewéhnliche Differentialgleichung.

Die folgende Aussage zeigt, dass solche Differentialgleichungen durch Inte-
gration gelost werden konnen.

Satz 29.10. Es sei
Y = g(t)y + h(t)

eine inhomogene lineare gewohnliche Differentialgleichung mit stetigen Funk-
tionen g,h: I — R. Es sei G eine Stammfunktion von g und es sei

a(t) = exp (G(1))

eine Losung der zugehdrigen homogenen linearen Differentialgleichung. Dann
sind die Losungen (auf I) der inhomogenen Differentialgleichung genau die
Funktionen
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wobei c(t) eine Stammfunktion zu % ist. Das Anfangswertproblem

y = g(t)y + h(t) und y(to) = yo
(mit ty € I, yo € R) besitzt eine eindeutige Lisung.

Beweis. Da a(t) keine Nullstelle besitzt, kann man jede (differenzierbare)
Funktion
y: I — R
als
y(t) = c(t)a(t)

mit einer unbekannten (differenzierbaren) Funktion ¢(t) ansetzen. Dabei ist
(fiir eine differenzierbare Funktion y)

y(t) = ¢ (D)alt) + c(t)a(1).

Daher kann man die Losungsbedingung
Y (t) = g(t)y(t) + h(t)
als
d(t)a(t) + c(t)a'(t) = g(t)c(t)a(t) + h(t)
schreiben, und diese gilt wegen a'(t) = g(t)a(t) genau dann, wenn
c(t)a(t) = h(t)
bzw.

dt) = —=
h(t)

gilt. D.h. ¢(t) muss eine Stammfunktion zu % sein. Es sei nun noch die

Anfangsbedingung y(ty) = yo vorgegeben. Mit ¢ ist auch c¢(t) + ¢ fiir jedes

¢o € R eine Stammfunktion zu % Die Bedingung

Yo = (c(to) + co)a(to)
legt dann ¢y eindeutig fest. U

Die in diesem Satz verwendete Methode heifit Variation der Konstanten. Man
ersetzt dabei die Losungsfunktionen der zugehorigen homogenen Gleichung,
also ca(t) mit konstantem ¢ € R, durch eine variable Funktion c(t).

Beispiel 29.11. Wir betrachten die inhomogene lineare gewohnliche Diffe-
rentialgleichung

y = ay+b
mit Konstanten a,b € R. Die Funktion

2(t) = e*

ist eine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung. Nach Satz
29.10 miissen wir daher eine Stammfunktion zu be~* bestimmen. Diese sind
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durch —2 ~9 4 ¢ gegeben. Also haben die Losungen der inhomogenen Diffe-
rentialgleichung die Form

Lieber den Kaffee trinken, bevor er geméifl einer inhomogenen linearen
gewoOhnlichen Differentialgleichung die Auflentemperatur angenommen hat.

Eine solche Differentialgleichung tritt bei Abkiihlungsprozessen auf. Wenn ein
(heifler) Korper (beispielsweise eine Tasse Kaffee) sich in einem umgebenden
Medium (beispielsweise in einem Straffencafé) mit konstanter Auffentempe-
ratur A befindet, so wird die Temperaturentwicklung y(t) des Korpers nach
dem Newtonschen Abkiihlungsgesetz durch die Differentialgleichung

y(t) = —d(y(t) — A)
beschrieben. Dieses Gesetz besagt, dass die Abkiihlung proportional zur Dif-

ferenz zwischen Auentemperatur und Korpertemperatur ist (der Proportio-
nalitatsfaktor d > 0 hingt vom Koérper ab). Die Losungen sind

y(t) = ce™ + A.

Dabei ist das ¢ durch eine Anfangsbedingung bestimmt, also typischerweise
durch die Anfangstemperatur des Korpers zum Zeitpunkt 0. Fiir ¢ — 400
nimmt der Korper die Aulentemperatur A an.

Beispiel 29.12. Wir betrachten die inhomogene lineare gewohnliche Diffe-
rentialgleichung
y =y+t?
mit der Anfangsbedingung y(3) = 4. Die Exponentialfunktion a(t) = e
ist eine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung. Nach Satz
29.10 miissen wir daher eine Stammfunktion zu
t2
et

t

— t2 _e—t

finden. Mit zweifacher partieller Integration findet man die Stammfunktion

(—t* —2t—2)e™".
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Also haben die Losungen der inhomogenen Differentialgleichung die Form
e ((—*=2t—2)e " +c) = —t? =2t — 24 ce".
Wenn wir noch die Anfangsbedingung y(3) = 4 beriicksichtigen, so ergibt
sich die Bedingung
—9—6—24ce® = =17+ ce® = 4,

Die Losung des Anfangswertproblems ist also

also ¢ = 3—31,

21
y(t) = —t2—2t—2+§et.

Beispiel 29.13. Wir betrachten fiir ¢t > 1 die inhomogene lineare gewohnli-

che Differentialgleichung

r_ Y
21

mit der Anfangsbedingung y(2) = 5. Hier ist also A(t) = t—1 die Storfunktion

und

Y +t—1

Y
(T

ist die zugehorige homogene lineare Differentialgleichung. Eine Stammfunk-
tion von ﬁ ist

G(t) = %ln(t—l)—%ln(t+1) _ %m (Z—i) ~ (ﬁ)

Dabher ist nach Satz 29.2 (bzw. nach Beispiel 29.7)

(t)—\/t_l
=

eine Losung zur homogenen Differentialgleichung. Zur Losung der inhomo-
genen Differentialgleichung brauchen wir eine Stammfunktion zu

h(t)  Vt+1 B B e N
a(t)—m~(t—1)—\/t+l Vi—1=Vi2-1.

Eine Stammfunktion dazu ist
1
c(t) = 5 (t\/t2 — 1 — arcosh t) :
Die Losungen der inhomogenen Differentialgleichung haben also die Gestalt

t—1 1
\| —— —<t\/t2—1— arcosht>+c
t+1 2

Die Anfangsbedingung fiihrt zu

1 1 1 1
Hh = —- —(2\/§—arcosh2>+c):1——arcosh2+c—.
V3 (2 0 2v/3 *V3

Also ist 1
co = 4V/3 + 3 arcosh 2
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und die Losung des Anfangswertproblems ist

t—1 1 1
y(t) = ”t—i-—l. (5 <t\/t2— 1-— arcosht) —1—4\/§+§ arcosh 2).

29. ARBEITSBLATT

29.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 29.1. Finde sdmtliche Losungen der gewthnlichen Differentialglei-
chung

y:—;.

Aufgabe 29.2. Finde samtliche Losungen der gewohnlichen Differentialglei-

chung

Y
y_tg'

Aufgabe 29.3. Finde sdmtliche Losungen der gewohnlichen Differentialglei-
chung

y =¢€y.

Aufgabe 29.4. Finde die Losungen der inhomogenen linearen Differential-
gleichung

Yy =y+7.

Aufgabe 29.5. Finde die Losungen der inhomogenen linearen Differential-
gleichung

. sinh ¢
vy cosh® t
Aufgabe 29.6. Es sei
y' =gty

eine homogene lineare gewo6hnliche Differentialgleichung mit einer unendlich
oft differenzierbaren Funktion g und es sei y eine differenzierbare Lisung.

a) Zeige, dass y ebenfalls unendlich oft differenzierbar ist.

b) Es sei y(to) = 0 fiur einen Zeitpunkt ;. Zeige unter Verwendung von
Aufgabe 18.21, dass y™(ty) = 0 fiir alle n € N gilt.
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Die folgende Aussage nennt man das Superpositionsprinzip fiir inhomoge-
ne lineare Differentialgleichungen. Es besagt insbesondere, dass die Diffe-
renz zweier Losungen einer inhomogenen linearen Differentialgleichung eine
Losung der zugehorigen homogenen linearen Differentialgleichung ist.

Aufgabe 29.7. Es sei I C R ein reelles Intervall und seien
g, hl, h2 I — R
Funktionen. Es sei y; eine Losung der Differentialgleichung v’ = g(t)y + h1(t)
und es sei y, eine Losung der Differentialgleichung ' = g(t)y + ha(t). Zeige,
dass dann y; + ys eine Losung der Differentialgleichung
Yy =g(t)y + hi(t) + ha(t)

ist.

Aufgabe 29.8. Bestétige durch Nachrechnen, dass die in Beispiel 29.7 ge-
fundenen Funktionen

t—1
t)=c
v t+1
die Differentialgleichung
Y =y/(t* = 1)

erfiillen.

Aufgabe 29.9.*

Bestimme eine Losung der Differentialgleichung
S Y
t2(t—1)

fir ¢t > 1.

Aufgabe 29.10.*
a) Finde alle Losungen der gewohnlichen Differentialgleichung (¢ € R.)

?/:?

b) Finde alle Losungen der gewohnlichen Differentialgleichung (¢t € R,)

/ Y 7
==+1".
y t+

c¢) Lose das Anfangswertproblem

y':%—l—t7 und y(1) =5.
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Aufgabe 29.11.*
a) Finde alle Losungen der inhomogenen linearen Differentialgleichung
, sin ¢

= — 2 -3 t
y COsty+< ) cos

fir t €] — 7, 5[

b) Lose das Anfangswertproblem

, sin ¢
y ==

2 -3 t mit y(0) = 7.
-y (= 3) cos ¢ mit y(0)

Aufgabe 29.12.*
a) Bestimme eine Losung der Differentialgleichung
2t
/

V= Er

Y.

b) Bestimme eine Losung der Differentialgleichung
2t
/

= = g+t
ﬁ+1y+

Y

Aufgabe 29.13. Es sei
f: [ — R+

eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall I C R. Finde eine homo-
gene lineare gewohnliche Differentialgleichung, fiir die f eine Losung ist.

29.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 29.14. (3 Punkte)

Finde samtliche Losungen der gewohnlichen Differentialgleichung

y = Y
2 -3

Aufgabe 29.15. (3 Punkte)

Finde die Losungen der inhomogenen linearen Differentialgleichung
1
y = (t+2)y+texp (§t2 + 2t> .

Welche Losung hat das Anfangswertproblem y(1) = 7?7
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Aufgabe 29.16. (5 Punkte)

Lose das Anfangswertproblem

t
o : _
Y —t2+2ym1t y(3)="17.

Aufgabe 29.17. (3 Punkte)
Finde die Losungen der inhomogenen linearen Differentialgleichung

Y =y+e —de 4+ 1.

Aufgabe 29.18. (5 Punkte)
Finde die Losungen der inhomogenen linearen Differentialgleichung

, oy tP—2t+5

I

30. VORLESUNG - GETRENNTE VARIABLEN

30.1. Gewohnliche Differentialgleichungen mit getrennten Varia-
blen.

Definition 30.1. Eine Differentialgleichung der Form
Y =g(t) - h(y)
mit zwei Funktionen (dabei sind I und J reelle Intervalle)
g: I — R, t— g(t),

und
h: J— R, y+— h(y),

heifit gewohnliche Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen ist auf der Produktmen-
ge U = I x J definiert. Diese ist offen, wenn I und J offen sind. Eine homo-
gene lineare Differentialgleichung besitzt offenbar getrennte Variablen (mit
h(y) = y), dagegen besitzt eine inhomogene lineare Differentialgleichung im
Allgemeinen keine getrennten Variablen. Die Differentialgleichungen mit ge-
trennten Variablen lassen sich durch Integrieren losen. Wenn h(yg) = 0 ist,
so bestétigt man direkt die konstante Losung y(t) = yo. Daher beschrinken
wir uns im Folgenden auf die Situation, dass h keine Nullstelle besitzt. Die
Grundidee ist dann, auf die Gleichung

y'(t)
h(y(t))

die Substitutionsregel anzuwenden.

= g(t)
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Satz 30.2. Es sei
y = g(t)-h(y)
eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen mit stetigen Funktionen
g: I — R, t— g(t),
und
h: J— R, y+— h(y),

wobei h keine Nullstelle besitze. Es sei G eine Stammfunktion von g und

H eine Stammfunktion von % Weiter sei I' C I ein Teilintervall mit

G(I') € H(J). Dann ist H eine bijektive Funktion und die Lésungen die-
ser Differentialgleichung haben die Form

y(t) = H ' (G(1)).
Wenn zusdtzlich die Anfangsbedingung
y(to) = yo mit (to,yo) € I x J

gegeben ist, und wenn die Stammfunktionen die zusdtzlichen Eigenschaften
G(to) =0 und H(yy) = 0 erfillen, so ist

y(t) = H ' (G(t))
die eindeutige Losung des Anfangswertproblems.

Beweis. Da h stetig ist und keine Nullstelle besitzt, ist h bzw. % entweder

stets positiv oder stets negativ, so dass H streng monoton und daher injektiv
(also bijektiv auf sein Bild) ist. Sei y(t) = H '(G(t)) wie angegeben. Dann
ist

G'(t)

y'(t) =

= g(t)- h(H'(G(t)))
= g(t) - hy(t)),

so dass in der Tat eine Losung vorliegt. Es sei nun y(t) eine differenzierbare
Funktion, die die Differentialgleichung erfiillt. Daraus folgt

to B /(1) B y(t2) i
[ oo = | e = L,

wobel wir die Substitution z = y(t) angewendet haben. Fiir die zugehorigen
Stammfunktionen (mit den unteren Integralgrenzen t; bzw. y(t1)) bedeutet
dies G(t) = H(y(t)), also ist y(t) = H'(G(t)). Um die Anfangsbedingung
zu erfiillen muss man ¢y bzw. yo als untere Integralgrenze wéhlen. Wir zeigen,

dass dies die einzige Losung ist. Seien also H und H zwei Stammfunktionen

zu + und G und G zwei Stammfunktionen zu g derart, dass sowohl y(t) =

H-Y(G(t)) als auch §(t) = H-*(G(t)) die Anfangsbedingung erfiillen. D.h.
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die beiden Funktionen stimmen zum Zeitpunkt ¢, iiberein. Da sich Stamm-
funktionen nur um eine Konstante unterscheiden, kénnen wir H = H + ¢
und G = G + d mit zwei Konstanten ¢, d € R ansetzen. Es gilt also einerseits
H(y(t)) = G(t) und andererseits H(§(t))+c¢ = H(j(t)) = G(t) = G(t)+d,
so dass H(g(t)) — H(y(t)) = d — c gilt, woraus wegen ¢(ty) = y(ty) so-
fort ¢ = d folgt. Also ist H(g(t)) = G(t) = H(y(t)) und somit wegen der
Injektivitdt von H auch g(t) = y(t) fir alle ¢. O

Durch einen Ubergang von G nach G + ¢ mit einer geeigneten Konstanten ¢
kann man erreichen, dass es ein (echtes) Intervall I’ gibt mit G(I') C H(J).
Sowohl orts- als auch zeitunabhingige Differentialgleichungen kann man als
Differentialgleichung mit getrennten Variablen auffassen. Fiir zeitunabhéngi-
ge Differentialgleichungen erhélt man den folgenden Losungsansatz.

Korollar 30.3. Es sei
y' = h(y)
eine zeitunabhdngige Differentialgleichung mit einer stetigen Funktion

h: J— R, y+— h(y),

ohne Nullstelle. Fs sei H eine Stammfunktion von % mat der Umkehrfunktion
H' J—J
Dann sind die Funktionen
y(t) = H '(t+c) mitceR
die Losungen dieser Differentialgleichung auf dem IntervallP® H(J) — c.
Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 30.2. U
Korollar 30.4. Fine Differentialgleichung der Form
Yy =g(t) -y

mit y > 0 und einer stetigen Funktion

g: R— R, t — g(t),
besitzt auf I' C R die Losungen

y(t) = el

wobei G eine Stammfunktion zu g mit G(I') C Ry sei.
Beweis. Siehe Aufgabe 30.11. 0

25Mit I + ¢ ist das um ¢ verschobene Intervall gemeint. Es ist also I 4+ ¢ =
{reR|lxz—cel}.Beil=1Ja,blistalsol+c=[a+c,b+c|,beil =Rist R+c=R.
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Beispiel 30.5. Wir betrachten die zeitunabhéingige Differentialgleichung
y = siny

fir y € J =|0,w[. Nach Korollar 30.3 miissen wir also Siiy

Stammfunktion dazu ist nach Beispiel 27.5 die Funktion

H:J—J=R, y— H(y)=In (tan%).

integrieren, eine

Die Umkehrfunktion H~! berechnet sich iiber u = In (tan %) zu
H™'(y) = 2 arctan (e") .
Also haben die Losungskurven die Gestalt
y(t) = 2 arctan (e'*°)
mit einem c € R.

Beispiel 30.6. Wir betrachten die zeitunabhéngige Differentialgleichung
Yy =-
Y
fir y > 0. Es ist also h(y) = i und damit miissen wir nach Korollar 30.3 y
integrieren, eine Stammfunktion dazu ist
1

H(y) = 53/2-

Die Umkehrfunktion berechnet sich aus dem Ansatz z = %yQ zuy =2z =
H~'(z). Also haben die Losungskurven die Gestalt

y(t) = V2(t+¢)
mit ¢ € R.

Beispiel 30.7. Wir betrachten die Differentialgleichung mit getrennten Va-
riablen

y/ — t . y3
fir y > 0. Eine Stammfunktion zu y% ist H(y) = —3y~2 = z (2 ist also
negativ) mit der Umkehrfunktion

y=H"(z) = \/?

Die Stammfunktionen zu g(¢) = ¢ sind $¢* + c. Daher sind die Losungen der
Differentialgleichung von der Form

y(t) = \/—% (%t2+c)_l - \/%

Hierbei muss ¢ negativ gewéhlt werden, damit diese Losung einen nichtleeren
Definitionsbereich besitzt. Der Definitionsbereich ist dann das Intervall | —
vV —2¢,v/—2c[. Insbesondere sind die Losungen nur auf einem beschréinkten
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offenen Intervall definiert. An den Intervallgrenzen strebt y(t) gegen +oo,
d.h. die Losung ,,entweicht®.

Beispiel 30.8. Wir betrachten die Differentialgleichung mit getrennten Va-

riablen

y/ — _t . yg
fir y > 0. Eine Stammfunktion zu y% ist H(y) = —3y~2 = z (2 ist also
negativ) mit der Umkehrfunktion

y=H'(z2) = @

Die Stammfunktionen zu g(t) = —t sind —3¢* 4 ¢. Daher sind die Losungen
der Differentialgleichung von der Form

y(t) = \/—% (—%tQ—i—C)_l _ \/%

Insbesondere erhélt man bei ¢ = 0 die auf Ry definierte Losung g(t) = 1.

-]
i

ds

-6 -4 -2 1} 2 4 -]

Eine logistische Funktion

Beispiel 30.9. Es sei p(t) die Grofie einer Population zu einem Zeitpunkt
t. Wie setzen voraus, dass die Populationsentwicklung differenzierbar ist; die
Ableitung p/'(t) reprisentiert dann das (infinitesimale) Bevolkerungswachs-
tum zum Zeitpunkt . Den Quotienten

p'(t)

)= p(t)

nennt man die Wachstumsrate zum Zeitpunkt ¢. Wir fragen uns, inwiefern
man den Populationsverlauf aus der Wachstumsrate rekonstruieren kann. Die
Wachstumsrate kann von der Zeit (Jahreszeit, Nahrungsvorkommen, Ent-
wicklung von anderen Populationen etc.) abhéingen, aber auch von der ak-
tuellen Populationsgrofie p. Die Zeitabhingigkeit der Wachstumsrate beruht
auf duleren Einfliissen, wihrend die Abhéngigkeit von der aktuellen Popula-
tionsgréBe eine innere Dynamik ausdriickt. Sie beruht darauf, dass eine grofie
Population sich hemmend auf die Fortpflanzung auswirkt.
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Wir beschrianken uns auf eine Situation, wo die Wachstumsrate nur von der
Populationsgrofie abhéngt, nicht aber von sonstigen Einfliissen. Dann wird
die Wachstumsrate durch eine Funktion w(p) beschrieben, und die Wachs-
tumsrate zum Zeitpunkt ¢ ist demnach durch r(t) = w(p(t)) gegeben. Die
Wachstumsrate wirkt sich auf die Populationsentwicklung aus. Geméafl des
oben formulierten Zusammenhanges gilt

P(t) = p(t)-r(t) = p(t) - w(p(t)).

Es liegt also eine Differentialgleichung der Form

P =p-wp)
vor, die zeitunabhéngig ist, so dass insbesondere getrennte Variablen vor-
liegen (mit der Funktion h(p) = p - w(p)). Bei konstanter Wachstumsrate
w(p) = a liegt die Differentialgleichung p’ = ap vor, deren Losungen die
Funktionen ce® sind. Das bedeutet exponentielles Wachstum.

Wenn wir die Wachstumsrate so ansetzen, dass es bei einer gewissen Popu-
lationsgrofe g kein Wachstum mehr gibt, und bei sehr kleiner Bevolkerung
die Wachstumsrate maximal gleich s ist, und dazwischen die Wachstumsrate
linear von p abhéngt, so erhilt man die Wachstumsrate

w(p) = s (1 - $p>

und die Differentialgleichung
1 s
P = sp (1 - —p) = sp— —p”.
g g

Eine solche Differentialgleichung nennt man logistische Differentialgleichung.
Geméf dem Losungsansatz fiir Differentialgleichungen mit getrennten Varia-
blen miissen wir eine Stammfunktion zu

1 g 1
1 (1 1 )
= |+
S\P g—0p
finden. Eine solche Stammfunktion ist
1 1 P
H(p) = -(lnp—1 — = -1 .
(p) = S(Inp—1In(g—p)) = - —
Zur Berechnung der Umkehrfunktion H ! lésen wir die Gleichung
1 p
u = —1In
S g—>p
nach p auf. Es ergibt sich
exp (su) = .
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und daraus
g-exp(su) = p+p-exp(su)
und damit
g-exp(su) _ g
1+exp(su)  1+exp(—su)
Da die Differentialgleichung zeitunabhéngig ist, ist
g
p(t) = 1 + exp (—st)

eine Losung. Bei t = 0 ist p(0) = £, fiir £ — 400 strebt die Losung gegen g
(die Grenzbevolkerung) und fiir ¢ — —oo gegen 0.

30. ARBEITSBLATT

30.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 30.1. Bestatige die in Beispiel 30.6, Beispiel 30.7 und Lemma 30.8
gefundenen Losungskurven der Differentialgleichungen

, 1

y' =—, ¢y =ty und y = —ty’
y

durch Ableiten.

Aufgabe 30.2. Interpretiere eine ortsunabhéngige Differentialgleichung als
eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen anhand des Lésungsan-
satzes fiir getrennte Variablen.

Aufgabe 30.3. Bestimme alle Losungen der Differentialgleichung
v =y,
mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.

Aufgabe 30.4. Bestimme alle Losungen der Differentialgleichung
I oY
y =e7,

mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.

Aufgabe 30.5. Bestimme alle Losungen der Differentialgleichung
1
/

siny

mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.
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Aufgabe 30.6. Lose die Differentialgleichung
y =ty
mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.

Aufgabe 30.7.*
Finde eine Losung fiir die gewohnliche Differentialgleichung

t
! 2

mit ¢ > 1 und y < 0.

Aufgabe 30.8.*
Bestimme die Losungen der Differentialgleichung ( y > 0)
y/ — t2y3
mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen. Was ist der Definitionsbe-
reich der Losungen?

Aufgabe 30.9.*
a) Bestimme eine Losung der Differentialgleichung
3
Yy =—,y>0,t>0,
Y
mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.
b) Bestimme die Losung des Anfangswertproblems

t3
/ .
Yy = _y2 mit y(1) =1.

Aufgabe 30.10. Betrachte die in Beispiel 30.9 gefundenen Losungen

9
yt) = 1 + exp (—st)

der logistischen Differentialgleichung.

a) Skizziere diese Funktion (fiir geeignete s und g).

b) Bestimme die Grenzwerte fiir ¢ — oo und ¢t — —oo0.
c¢) Studiere das Monotonieverhalten dieser Funktionen.

d) Fiir welche t besitzt die Ableitung von y(t) ein Maximum (fir die Funk-
tion selbst bedeutet dies einen Wendepunkt, man spricht auch von einem
Vitalititsknick).

e) Uber welche Symmetrien verfiigen diese Funktionen?
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30.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 30.11. (3 Punkte)
Zeige, dass eine Differentialgleichung der Form
y =g(t) vy’
mit einer stetigen Funktion
g: R— R, t — g(t),

auf einem Intervall I’ die Losungen

y(t) = —%

besitzt, wobei G eine Stammfunktion zu g mit G(I') C R sei.

Aufgabe 30.12. (3 Punkte)
Bestimme alle Losungen der Differentialgleichung
y =ty’ y>0,

mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.

Aufgabe 30.13. (4 Punkte)
Bestimme alle Losungen der Differentialgleichung
y =ty y>0,

mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.

Aufgabe 30.14. (3 Punkte)
Bestimme alle Losungen der Differentialgleichung
y'=(sint —2t)(y*+1),y>0,

mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen. Welche Losung hat das An-
fangswertproblem y(0) = 77

Aufgabe 30.15. (5 Punkte)
Bestimme alle Losungen der Differentialgleichung
Y =ty+t
mit
a) dem Losungsansatz fiir inhomogene lineare Differentialgleichungen,

b) dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.
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