Fachbereich Mathematik/Informatik 25. Maérz 2015
Prof. Dr. H. Brenner

Analysis 1

Klausur- Lésungen

AUFGABE 1. Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.

(1) Ein angeordneter Korper.

(2) Die kompleze Konjugation.

(3) Ein Haufungspunkt einer reellen Folge (xy,),,cy-

(4) Die Stetigkeit in einem Punkt a € K einer Abbildung f : K — K.
(5) Die gleichmdfige Konvergenz einer Funktionenfolge

fo: T — K

auf einer Teilmenge T C K.
(6) Das Taylor-Polynom vom Grad n zu einer n-mal differenzierbaren
Funktion

f: C—C
im Entwicklungspunkt a € C.

Losung

(1) Ein Korper K heifit angeordnet, wenn es eine totale Ordnung ,,>*
auf K gibt, die die beiden Eigenschaften
(a) Aus a > b folgt a + ¢ > b+ ¢ (fiir beliebige a, b, c € K)
(b) Aus a > 0 und b > 0 folgt ab > 0 (fiir beliebige a,b € K)
erfiillt.

(2) Die Abbildung

C—C,z=a+bi—2zZ=a-—bi,

heifit komplexe Konjugation.

(3) Eine reelle Zahl z € R heifit Hiufungspunkt der Folge, wenn es fiir
jedes € > 0 unendlich viele Folgenglieder z, mit |z, — x| < € gibt.

(4) Man sagt, dass f stetig im Punkt a ist, wenn es zu jedem € > 0 ein
d > 0 derart gibt, dass fiir alle  mit |a — 2| < ¢ die Abschitzung
|f(a) = f(z)] < e gilt.

(5) Man sagt, dass die Funktionenfolge gleichmdfig konvergiert, wenn
es eine Funktion

f+ T —K
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derart gibt, dass es zu jedem € > 0 ein ny mit
d(fn(z), f(z)) < e fiir alle n > ng und alle z € T

gibt.
(6) Das Polynom

— [¥(a)
Z L (v —a)*
k=0
heifit das Taylor-Polynom vom Grad n zu f im Entwicklungspunkt
a.

AUFGABE 2. Formuliere die folgenden Sétze.

(1) Der Satz von Bolzano-Weierstraf.
(2) Das Quotientenkriterium fiir eine komplexe Reihe Y 7o ay.
(3) Der Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Losung

(1) Es sei (xy),,cy €ine beschrénkte Folge von reellen Zahlen. Dann be-
sitzt die Folge eine konvergente Teilfolge.
(2) Es gebe eine reelle Zahl ¢ mit 0 < ¢ < 1 und ein ko mit

AR+1
Qg

fiir alle k > ko. Dann konvergiert die Reihe ZZZO ap absolut.
(3) Sei [a, b] ein kompaktes Intervall und sei

f:la, 0] — R

eine stetige Funktion. Dann gibt es ein ¢ € [a, b] mit

/ )y dt = F(e)b - a).

AUFGABE 3. Es sei K ein angeordneter Korper und z,y > 0. Zeige, dass
x > y genau dann gilt, wenn

<q

I2>y2

gilt.

Losung

Wenn x > y ist, so folgt daraus durch Multiplikation mit y > 0 die Abschatzung
ry >y’
und durch Multiplkation mit z > 0 auch

z? > wy,



woraus sich insgesamt

z? >y
ergibt.
Sei nun

z? >y
vorausgesetzt. Wenn

r <y
gelten wiirde, so wiirde sich mit der Hinrichtung direkt

> g
ergeben, also insgesamt

2 = %
Wegen x,y > 0 folgt daraus

T =Y,

ein Widerspruch.

AUFGABE 4. In einem Horsaal befindet sich ein Tafelgestell mit drei hinter-
einander liegenden, vertikal verschiebbaren Tafeln. Diese seien mit V' (vor-
dere Tafel), M (mittlere Tafel) und H (hintere Tafel) bezeichnet. Aufgrund
der Hohe des Gestells sind nur (maximal) zwei Tafeln gleichzeitig einsehbar.
Die Lehrperson schreibt in der Vorlesung jede Tafel einmal voll. In welcher
Reihenfolge (alle Moglichkeiten) muss sie die Tafeln einsetzen, wenn beim
Beschreiben einer Tafel stets die zuletzt beschriebene Tafel sichtbar sein soll.

Losung

Die Tafeln M und H sind nicht gleichzeitig sichtbar, da (mindestens) eine
davon durch V' verdeckt wird. Dagegen sind sowohl V und H (M wird hinter
V' geschoben) als auch V und M gleichzeitig einsehbar. Eine Beschreibungs-
reihenfolge erfiillt also genau dann die angegebene Bedingung, wenn M und
H nicht direkt hintereinander beschrieben werden. Dies wird genau dann er-
reicht, wenn V' als zweite Tafel beschrieben wird. Erlaubt sind also die beiden

Reihenfolgen M —V — Hund H —V — M.
AUFGABE 5. Bestimme das Konvergenzverhalten der durch

2
v = (_1)n7n 8n +6

4n? 4+ 3n —1
gegebenen Folge.

Losung
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Wir schreiben die Folge (es sei n > 1) als

T = (=1) (=1)

Das Zahlerpolynom konvergiert gegen 7 und das Nennerpolynom konvergiert
gegen 4. Damit konvergiert die Teilfolge x,, fiir gerades n gegen AZL und die
Teilfolge z,, fiir ungerades n gegen —;Z. Somit sind sowohl g als auch —%
Haufungspunkte der Folge und daher liegt keine Konvergenz vor.

ZTn2—8n 46

W25
an2+3n—1

n
3 1
4+n n?

AUFGABE 6. Beweise das Quotientenkriterium fiir Reihen.

Losung

Die Konvergenz éndert sich nicht, wenn man endlich viele Glieder &ndert.
Daher konnen wir ky = 0 annehmen. Ferner kénnen wir annehmen, dass alle
ay nichtnegative reelle Zahlen sind. Es ist

Qg ap—1 ay
. ..._.ajogao.qk'
Arp—1 Q-2 Qo

Qp —

Somit folgt die Konvergenz aus dem Majorantenkriterium und der Konver-
genz der geometrischen Reihe.

AUFGABE 7. Es sei T' C K eine Teilmenge,
f: T —K
eine Funktion und = € T'. Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind.

(1) f ist stetig im Punkt .
(2) Fiir jede konvergente Folge (x,),,cy in 7" mit lim,,_, z,, = 2 ist auch
die Bildfolge (f(x,)), . konvergent.

neN

Losung

Aufgrund des Folgenkriteriums miissen wir zeigen, dass wenn (2) erfiillt ist,
dass dann der Grenzwert stets der Funktionswert des Grenzwertes ist. Sei
also (2n),cy eine Folge in T', die gegen z konvergiert. Die Bildfolge f(xy)
konvergiert nach Voraussetzung, sagen wir gegen b. Wir miissen b = f(x)
zeigen. Wir betrachten dann die Folge

T1,L,T2,T, X3, Ty T4y... .

Diese Folge konvergiert offenbar gegen x, deshalb muss nach Voraussetzung
auch die Bildfolge konvergieren, sagen wir gegen c. Jede Teilfolge davon muss
ebenfalls gegen ¢ konvergieren. Die Teilfolge, die durch die ungeraden Folgen-
glieder gegeben ist, ist f(x,), und diese konvergiert gegen b. Also ist b = c.
Die Teilfolge, die durch die geraden Folgenglieder gegeben ist, ist die kon-
stante Folge f(z), die gegen f(x) konvergiert. Also ist f(x) = b.



AUFGABE 8. Zeige, dass eine stetige Funktion
f:[a, 0] — R
gleichméfig stetig ist.

Losung

Wir nehmen an, dass f nicht gleichméflig stetig ist. Dann gibt es ein € > 0
mit der Eigenschaft, dass es fiir alle § > 0 ein Punktepaar x,y € [a,?]
mit |z —y| < 6 und |f(x) — f(y)] > € gibt. Insbesondere gibt es somit
fiir jedes n € Ny eine Punktepaar z,,y, € [a,b] mit |z, —y,| < + und
|f(z) — f(yn)| > €. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstra$l besitzt die Folge
x, eine in R konvergente Teilfolge, deren Grenzwert, nennen wir ihn x, wegen
der Abgeschlossenheit zum Intervall gehoren muss. Die Glieder der Teilfolge
besitzen die eingangs beschriebenen Eigenschaften, deshalb kénnen wir di-
rekt annehmen, dass die Folge (2,),,.y gegen = konvergiert. Die Folge (y,),,en
konvergiert ebenfalls gegen x. Wegen der Stetigkeit konvergieren dann nach
dem Folgenkriterium auch die beiden Bildfolgen f(z,) und f(y,) gegen f(x).
Es sei nun ¢ < §. Dann ist fiir n hinreichend groff sowohl | f(z,) — f(z)] < €
als auch |f(y,) — f(z)| < €. Dies ergibt mit der Dreiecksungleichung einen
Widerspruch zu |f(z,) — f(yn)| > €.

AUFGABE 9. Es sei
fiR—R
eine differenzierbare Funktion ohne Nullstelle. Bestimme die Ableitung von

g(x) = (;Eg}; fir n € Ny.

Losung

Es ist

g(x) =

(f(am))?

AUFGABE 10. Bestimme den Grenzwert der Funktion f(z) = (cos  )"/* fiir
r— 0 (z>0).

Losung

Es ist

f@) = (cos )V = exp <éln (cos :1:))
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und somit ist
1
lim,_,o exp <— In (cos x )>
x

zu bestimmen. Da die Exponentialfunktion stetig ist, miissen wir

lim, g In (cos x)

x
bestimmen. Sowohl die Zahler- als auch die Nennerfunktion besitzen den
Grenzwert 0. Wir konnen die Regel von Hospital anwenden und betrachten

— sin x
Ccos &

1
Dies konvergiert fiir x — gegen 0. Somit ist auch
1
lim, , (8 2) _ g

und damit ist
1
lim,_,o exp (—ln (cos x)) =exp 0 = 1
x

AUFGABE 11. Es sei f(x) = sin . Bestimme Polynome P, @, R vom Grad
< 3, die jeweils folgende Bedingungen erfiillen.

(a) P stimmt mit f an den Stellen —, 0, 7 iberein.
(b) @ stimmt mit f in 0 und in 7 bis zur ersten Ableitung iiberein.

(¢) R stimmt mit f in 7/2 bis zur dritten Ableitung iiberein.

Losung

a) Die Sinusfunktion hat an den angegebenen Stellen den Wert 0, daher ist

P=x(@+m)(r—7) = 2(*—7°) = 2° —7°n.

b) Es ist
F(0) =0, f/(0) = 1, f(m) = 0 und f'(m) = 1.
Das gesuchte Polynom
Q(z) = ar® + b + cx +d
besitzt die Ableitung
Q' (z) = 3ax® + 2bx +c.
Somit miissen die Koeffizienten von () die Bedingungen d = 0,
Q'(0) =c =1,

am® + b’ 471 = 0,
also

ar’ +br+1 =0



und
Bar? 4+ 2br+1 = —1

erfiilllen. Die beiden zuletzt genannten Gleichungen liefern

br+2 =1,
also
1
b= ——
T
und damit ist
a = 0.
Das gesuchte Polynom ist also
1
Q= ——2°+um
™

c¢) Das gesuchte Polynom R ist das Taylor-Polynom der Ordnung 3 zu f an
der Stelle 7/2. Die Ableitungen an dieser Stelle sind

Q)17 (G0 (3) -t (5) 0
Das Taylor-Polynom der Ordnung 3 ist daher

1 T 2
1——( ——) .
2 \" 73

AUFGABE 12. Finde den oder die Fehler im folgenden ,, Beweis* fiir die Aus-
sage, dass man zu zwei stetigen Funktionen

f?g: RZO—>R+

eine Stammfunktion zu fg¢ finden kann, indem man (geeignete) Stammfunk-
tionen zu f und zu g miteinander multipliziert.

,Es sei F' eine Stammfunktion zu f und G eine Stammfunktion zu g, die
wir beide positiv wihlen, was wegen der Positivitdt von f und g moglich
ist. Fiir positive Zahlen ist der natiirliche Logarithmus definiert, so dass man
diese Funktionen mit dem Logarithmus verkniipfen kann. Dann ist In F' eine
Stammfunktion von In f und In G eine Stammfunktion von In g. Nach der
Additionsregel fiir Stammfunktionen ist somit In F'+ In G eine Stammfunk-
tion von In f + In g. Wir wenden auf diese Situation die Umkehrfunktion
des Logarithmus, also die Exponentialfunktion an, und erhalten mit Hilfe der
Funktionalgleichung der Exponentialfunktion, dass

exp(n F+InG) =exp(ln F)-exp(InG) = F-G
eine Stammfunktion von
exp(ln f+1Ing) = exp(ln f)-exp(Ing) = f-g

ist.“
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Losung

Es gibt zwei Fehler: Wenn F' eine Stammfunktion zu f ist, so muss In F
keine Stammfunktion zu In f sein (dies wird fiir f und fiir g verwendet), und
wenn H eine Stammfunktion zu h ist, so muss exp H keine Stammfunktion
zu exp h sein (im falschen Beweis ist h = In f + In g).

AUFGABE 13. Beweise den Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir dif-
ferenzierbare Funktionen

g: R— R

und ein kompaktes Intervall [a,b] C R aus dem Mittelwertsatz der Integral-
rechnung (es muss nicht gezeigt werden, dass die Durchschnittsgeschwindig-
keit im Innern des Intervalls angenommen wird).

Losung

Aufgrund des Mittelwertsatz der Integralrechnung, angewendet auf die Ab-
leitung ¢, gibt es ein ¢ € [a, b] mit

b
o) - g() = [ g0t = (b-a)g'e)
Division durch b — a liefert den Mittelwertsatz der Differentialrechnung.

AUFGABE 14. Berechne das bestimmte Integral
1
|
0o V 1-— 7’2
Losung

Mit der Substitution r» = sin s ist
1 T/2 o /2
r sin s : /2
—dr—/ cossds—/ sin sds = (— cos )| = 1.
| == [ 2 0 (— cos )]
AUFGABE 15. Bestimme die reelle Partialbruchzerlegung von

1
4+ 1

unter Verwendung der Zerlegung

ot 1 = (x2+\/§m+1) (:z:Q—\@erl).



Losung

Da das Polynom 2* + 1 stets positiv ist, besitzt es keine Nullstelle und da-
her lasst sich die angegebene Faktorzerlegung nicht weiter in Linearfaktoren

aufspalten. Aufgrund von Satz 26.4 gibt es also eine eindeutige Darstellung
o ar +0b cx +d

zt 41 224V2+1 22—V2r+1
Multiplikation mit dem Hauptnenner fiihrt auf

1 = (ax+b)<a:2—\/§x+l)+(cx+d)<x2+\/§x+1)
= (a+c)x3+<b+d—a\/§+0\/§>x2+<a+c—b\/§—|—d\/§)x—|—b+d.

Koeffizientenvergleich liefert

a+c=0,1+v2(c—a)=0,vV2(~=b+d)=0und b+d=1.

Daraus folgt a = —c = ﬁi und b = d = % Die Partialbruchzerlegung ist

also . . . )
1 vt 2t T2
et +1 2242041 22—V2r 41
AUFGABE 16. a) Es sei

fiRxR—R

ein nullstellenfreies Vektorfeld, d.h. f(¢,y) # 0 fiir alle (¢,y) € R2 Zeige,
dass jede Losungskurve zur Differentialgleichung

v = fty)
injektiv ist.
b) Sei f nun ein zeitunabhingiges Vektorfeld. Zeige, dass f genau dann
nullstellenfrei ist, wenn jede Losungskurve injektiv ist.

¢) Man gebe ein Beispiel fiir ein Vektorfeld, das nicht nullstellenfrei ist, fiir
das aber jede Losungskurve injektiv ist.

Losung

a) Es sei angenommen, dass es eine nicht injektive Losungskurve
y: I — R

gibt. Dann gibt es Punkte a,b € I, a < b mit y(a) = y(b). Nach dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es ein ¢ €]a, b[ mit

y'(c) = 0.

Dies ist ein Widerspruch zu

y'(c) = f(e,ylc)) # 0.
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b) Die Hinrichtung folgt aus Teil a). Sei nun

ft,y) = h(y)

nicht nullstellenfrei. Dann gibt es ein y mit h(yy) = 0. Fiir die konstante
Funktion

y(t) = yo
gilt

y(t) =0 = h(y) = f(t.yo) = f(t,y(t)
fiir alle ¢ € R, so dass eine Losung der Differentialgleichung vorliegt. Diese
konstante Losung ist nicht injektiv.
¢) Wir betrachten die Differentialgleichung
y/ — t2

zum ortsunabhéngigen Vektorfeld

flt.y) = g(t) = 2.
Beit = 0 liegen Nullstellen vor. Die Losungen sind die Stammfunktionen zu

2, also %tg’ + c. Da dritte Wurzeln im Reellen eindeutig sind, handelt es sich
um injektive Funktionen.



