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Analysis 1

6. Beispielklausur mit Losungen

AUFGABE 1. Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.

(1) Eine Relation zwischen den Mengen X und Y.
(2) Der Betrag eines Elementes = in einem angeordneten Korper K.
(3) Der Grad eines Polynoms P € K[X], P # 0, iiber einem Korper K.
(4) Die Funktion
f: D—R
( D C R eine Teilmenge) nimmt in einem Punkt x € D ein lokales
Mazimum an.
(5) Die Summierbarkeit einer Familie a;, i € I, komplexer Zahlen.
(6) Die Zahl 7 (gefragt ist nach der analytischen Definition).
(7) Die Taylor-Reihe zu einer unendlich oft differenzierbaren Funktion

f:U—K

auf einer offenen Menge U C K in einem Punkt a € U.
(8) Die Zeitunabhingigkeit einer gewohnlichen Differentialgleichung

y =f(ty).
Losung

(1) Eine Relation zwischen X und Y ist eine Teilmenge R C X x Y.
(2) Der Betrag von z ist folgendermaflen definiert.

2] zfallsz >0
€T =
—z falls x < 0.
(3) Der Grad eines von 0 verschiedenen Polynoms
P=ay+ a1 X +aX?+ - +a, X"

mit a, # 0 ist n.

(4) Man sagt, dass f in einem Punkt x € D ein lokales Maximum
besitzt, wenn es ein € > 0 gibt derart, dass fiir alle 2’ € D mit
|z — 2’| < e die Abschétzung

f(a) = f(@)
gilt.



(5) Die Familie a;, i € I, heiit summierbar, wenn es ein s € C gibt
mit folgender Eigenschaft: Zu jedem e > 0 gibt es eine endliche
Teilmenge Fy C I derart, dass fiir alle endlichen Teilmengen £ C [
mit Fy C E die Beziehung

lap —s| < e

gilt. Dabei ist ap = ), 5 a;.
(6) Essei s die eindeutig bestimmte reelle Nullstelle der Kosinusfunktion
auf dem Intervall [0,2]. Die Kreiszahl 7 ist definiert durch

Ti=2s.

(7) Die Taylor-Reihe zu f im Entwicklungspunkt a ist

(8) Die gewohnliche Differentialgleichung

v =f(ty)
heifit zeitunabhéngig, wenn die Funktion f nicht von t abhéngt,
wenn also f(t,y) = h(y) gilt mit einer Funktion h in der einen

Variablen y.
AUFGABE 2. Formuliere die folgenden Sétze.

(1) Der Satz diber beschrinkte Teilmengen von R.
(2) Der Satz dber die Interpolation durch Polynome.
(3) Der Satz diber die stetige Fortsetzbarkeit einer Funktion

T — K,

wobei T' C K eine Teilmenge ist.
(4) Der Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Losung

(1) Jede nichtleere nach oben beschrénkte Teilmenge der reellen Zahlen
besitzt ein Supremum in R.

(2) Essei K ein Korper und es seien n verschiedene Elemente ay, . . ., a, €
K und n Elemente bq,...,b, € K gegeben. Dann gibt es ein Poly-
nom P € K[X] vom Grad < n — 1 derart, dass P(a;) = b; fiir alle i
ist.

(3) Es sei T die Menge aller Beriihrpunkte von 7' und

f: T —K
sei gleichméBig stetig. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte stetige

Fortsetzung

f: T — K.



(4) Sei [a, b] ein kompaktes Intervall und sei
f: [a,b] — R
eine stetige Funktion. Dann gibt es ein ¢ € [a, b] mit
b
| ra = s

AUFGABE 3. a) Man gebe ein Beispiel fiir rationale Zahlen a, b, ¢ €]0, 1| mit
a®+b*=c.

b) Man gebe ein Beispiel fiir rationale Zahlen a, b, ¢ €]0, 1] mit
a> + b #c7.

¢) Man gebe ein Beispiel fiir irrationale Zahlen a, b €]0, 1] und eine rationale
Zahl ¢ €]0, 1] mit
a®+b*=c".

Losung

a) Es ist
B4 =5,

) () - ()

und diese Zahlen sind rational und aus dem offenen Einheitsintervall.

daher ist

b) Wir nehmen a = % und b = % und ¢ = %. Die Summe ist

2= (2)2 4 (é)Q
1

22’

diese Zahl ist irrational, da v/2 irrational ist. Dafiir gilt

() () ~ 7271 (3)

Mit ¢ = % ist also ein Beispiel der gewiinschten Art gefunden.

c) Wir setzen

a=>b=

AUFGABE 4. Beweise durch Induktion fiir alle n € N, die Formel

i(_l)kle — (_1)n+1n(n + 1) )

2
k=1
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Losung

Induktionsanfang. Fiir n = 1 kommt links nur der Summand zu k£ = 1 vor,
und dieser ist
(1)1 =1.

Rechts steht ebenfalls

(1P =1

5 =1

Induktionsschluss. Die Aussage sei fiir n bewiesen, wir erschliefen daraus auf
die Giiltigkeit fiir n + 1. Es ist

DD = Y (DR 4 ()M (n+ 1)

et 20D ey 1)t 1)

npo—n(n+1)+2(n+1)(n+1)
n+1)(—n +22n +2)
2
o+ 1)(n+2)

- (1)
= (-1

_ ( 1)n+2(

Also gilt die Aussage fiir alle n.
AUFGABE 5. Zeige, dass die Reihe
>
nn
n=1

fiir jedes z € C absolut konvergiert.

Losung

Wir wenden das Quotientenkriterium an, woraus dann die absolute Konver-
genz folgt. Dazu betrachten wir den Quotienten aus zwei aufeinander folgen-
den Gliedern a, = fL—Z der Reihe (bei z = 0 ist die Aussage klar, sei also
z #0), also

Zntl
An+1| | (n+1)nt?
a || =
J— ’I’Ln
= K (n+ 17
n n
= )"




Zu einem gegebene z € C gibt es ein nyg € N mit
_ Il
ng + 1
Dies gilt dann auch fiir alle n > ng, so dass man ab ny das Quotientenkrite-
rium anwenden kann.

<1.

AUFGABE 6. Beweise den Satz iiber die stetige Fortsetzbarkeit einer Funktion
T — K, wobei T' C K eine Teilmenge ist.

Losung

Aufgrund von Satz 14.4 geniigt es zu zeigen, dass der Grenzwert lim,_,, f(x)
fiir jedes a € T'\ T existiert. Sei (z,),.y eine Folge in T, die gegen a kon-
vergiert. Wir zeigen, dass dann auch die Bildfolge (f(xy)),cy konvergiert.
Da diese Bildfolge in K ist, und K vollstédndig ist, geniigt es zu zeigen, dass
eine Cauchy-Folge vorliegt. Sei ¢ > 0 vorgegeben. Wegen der gleichméfigen
Stetigkeit von f gibt es ein § > 0 derart, dass d(f(x), f(z')) < e ist fiir alle
x,r" € T mit
d(z,2") < 4.

Wegen der Konvergenz der Folge (z,,),,cy gibt es ein ng mit d(z,,a) < /2
fir alle n > ng. Fir alle n,m > ng gilt daher d(x,,z,) < § und somit
insgesamt

d(f(zn), f(zm)) < €
Wir miissen nun noch zeigen, dass fiir jede gegen a konvergente Folge der
Grenzwert der Bildfolge gleich ist. Dies ergibt sich aber sofort, wenn man fiir
zwei Folgen (z,),cy und (yn),cy die Folge xo, %0, 21,91, .. betrachtet, die
ebenfalls gegen a konvergiert, und fiir die der Limes der Bildfolge mit den
Limiten der Teilbildfolgen iibereinstimmt.

AUFGABE 7. Sei T eine Menge und seien
fo: T — K
und
gn: T'— K

zwei gleichméfig konvergente Funktionenfolgen. Zeige, dass auch die Sum-
menfolge

fotgn: T — K t— fi(t) + galt),
gleichméBig konvergent ist.

Losung

Es seien f bzw. g die Grenzfunktionen der beiden Funktionenfolgen. Sei

€ > 0 vorgegeben. Zu 5 gibt es aufgrund der gleichméfliigen Konvergenz von
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fn gegen f ein nyg € N derart, dass fiir alle n > ng und alle x € T die
Abschétzung

1)~ falo)] < 5

gilt. Ebenso gilt fiir n > ny und x € T' die Abschétzung
9(x) = gala)] < 5.
Fiir n > max (ng, n1) gilt daher fiir alle x € T' die Abschétzung
[f(x) + g(x) = fulz) = gn(2)] /(@) = fa(@)] + lg(x) = gn(2)]
+

A IA
N

2
é.
Daher konvergiert die Funktionenfolge f, + ¢, gleichmé&fig gegen f + g.

AUFGABE 8. Es seien
f,g: R—R

zwei differenzierbare Funktionen. Es sei a € R. Es gelte
f(a) > g(a) und f'(x) > ¢'(z) fiir alle z > a.

Zeige, dass
f(z) > g(x) fiir alle z > a gilt.

Losung

Wir betrachten die Hilfsfunktion
h: R— R, x+— h(z) = f(x) — g(z).

Nach den Voraussetzungen ist h differenzierbar, es ist h(a) > 0 und es ist
h'(z) > 0 fiir alle x > a. Wir miissen zeigen, dass h(x) fir alle z > a
ist. Nehmen wir also an, dass es ein x > a gibt mit h(x) Aufgrund des
Mittelwertsatzes gibt es ein ¢ € [a, x] mit

h(z) = h(a)

Tr—a

>0
< 0.

h'(c) =
Da diese Zahl negativ ist, ergibt sich ein Widerspruch.

AUFGABE 9. Wir betrachten die Funktion

1
fiRy —m R z+— flz)=14+ Inax——.
x

a) Zeige, dass f eine stetige Bijektion zwischen R, und R definiert.

b) Bestimme das Urbild u von 0 unter f sowie f’(u) und (f~')(0). Fertige
eine grobe Skizze fiir die Umkehrfunktion f~! an.



Losung

a) Die Funktion f ist differenzierbar und die Ableitung ist

, 1 1
Fir x > 0 sind diese beiden Summanden positiv, so dass die Ableitung
stets positiv ist und f daher streng wachsend ist. Daher ist die Abbildung
injektiv. Die Funktion ist stetig, da sie differenzierbar ist. Daher geniigt es
fiir die Surjektivitdat, aufgrund des Zwischenwertsatzes, nachzuweisen, dass
beliebig grofie und beliebig kleine Werte angenommen werden.

Fiir()<:17<list1—%<0unddaher
flz) < Inz.

Da der Logarithmus fiir z — 0 beliebig kleine Werte annimmt, gilt das auch
fiir f.

Fiirx>1ist1—%>0unddaher
f(x) > Inz.

Da der Logarithmus fiir x — oo beliebig grole Werte annimmt, gilt das auch
fiir f.

b) Durch Einsetzen ergibt sich f(1) = 0, also ist u = 1 das Urbild von 0.
Aufgrund der Berechnung der Ableitung oben ist

f()=2.
Aufgrund der Regel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion gilt daher
1 1 1

VO =550y ~ 7 " 2

AUFGABE 10. Es sei

f: C—C, z+—— f(2),

ein Polynom vom Grad d > 2, w € C ein Punkt und #(z) die Tangente an f
im Punkt w. Zeige die Beziehung

f(2) = t(2) = (2 —w)?g(2)

mit einem Polynom g(z) vom Grad d — 2.

Losung

Es ist
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Wir schreiben
d
f(2) = agz +ag_12" "4t arz+ag = Zaizi
i=0
mit ag # 0. Somit ist

f(2) = dagz®* + (d — )ag_12* 2+ - +a, = Zzaz -1

Dabher ist
f(z) =t(z) = f§Z) - f(UJ)d— fw)(z —w)
= Zazzi — Zaiw — f(w)(z —w)

i—1 i—1

Z P B B Z (iji—l—j o wi—l)
Jj=0 Jj=0
i—1

_ Z (iji—l—j - wi—l)

J=1

= S )
St (B

Hier kann man also nochmal einen Faktor z — w ausklammern.



AUFGABE 11. Bestimme das Taylor-Polynom vom Grad 3 zur Funktion
flz)=x-sinz

im Entwicklungspunkt a = 7.

Losung
Es ist
Es ist

und daher ist

Es ist
f"(x)=cosx +cosx —x-sinx =2cosx —x-sinz

und daher ist

ne T __Z
Es ist
f"(x)=—-2sinx —sinz —x-cosx =—-3sinx —x- cosz
und daher ist -
n
—)=-3.
%)
Das Taylor-Polynom vom Grad 3 in 7 ist somit
T Ty T T2 3, Ty
g Plemg)mgle—g) —gle=3)

AUFGABE 12. Beweise den Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Losung

Es sei
f:]a,b] — R

eine stetige Funktion. Uber dem kompakten Intervall [a,b] ist die Funktion
f nach oben und nach unten beschrénkt, es seien m und M das Minimum
bzw. das Maximum der Funktion. Dann ist insbesondere m < f(x) < M fiir

alle z € [a,b] und
m(b— a) S/bf(t)dtSM(b—a).

Daher ist fabf(t) dt = d(b — a) mit einem d € [m,M] und aufgrund des
Zwischenwertsatzes gibt es ein ¢ € [a, b] mit f(c) = d.
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AUFGABE 13. Berechne das bestimmte Integral zur Funktion

| | B
I R+—>]R,xl—>f(x):\/§—ﬁ+2x+3—e ,

tiber [1,4].

Losung

Eine Stammfunktion zu f ist

3 1

1
F(:):):—x5—2x5+§1n(2x+3)—|—e_$.

3
Daher ist
4
/ flz)de = F(4)— F(1)
1
16 1 2 1
= — —44+—-1Inll 4 _Z 491 —e !
83 1+%1n +e 3~|— 21r15 e
== §+§1H €+€_4—6_1.
AUFGABE 14. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1
sinh ¢
fir ¢t > 0.
Losung
Es ist
1 B 2
sinht et —et
Mit der Substitution ¢ = In s miissen wir eine Stammfunktion fiir
2 1 2 2 1 1

s—s1 s s2—1 (s—1)(s+1) s—1 s+1
finden. Eine solche ist
In(s—1)—In(s+1).
Dabher ist
In(e" —1) — In(e" +1)

1

eine Stammfunktion von — .
sinh ¢
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AUFGABE 15. a) Bestimme eine Losung der Differentialgleichung
2t
/

V= E

Y.

b) Bestimme eine Losung der Differentialgleichung
2t
/

= ¢
Yo et
Losung
a) Eine Stammfunktion von 7% ist
In (#41),

daher ist
eln(t2+1) 241
eine Losung der homogenen Differentialgleichung.
b) Wir bestimmen gem&f dem Losungsansatz fiir inhomogene lineare Diffe-
rentialgleichungen eine Stammfunktion zu
2 P+l 1 1

2r1 2+1 241 21

Eine solche ist
t — arctan t.

Daher ist
(t — arctan t) (t2 + 1) = t3 + ¢ —* arctan t — arctan ¢

eine Losung der Differentialgleichung.



