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Analysis 1

4. Beispielklausur mit Lésungen

AUFGABE 1. Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.

(1) Eine bijektive Abbildung
f: M — N.

(2) Ein Korper.

3) Eine Teilfolge einer Folge (x, in einem angeordneten Korper K.
neN

(4) Das Mazimum der Funktion

fi M —R

wird im Punkt x € M angenommen.
(5) Die Potenzreihe in z € C zu den Koeffizienten ¢, € C.
(6) Die n-fache stetige Differenzierbarkeit einer Funktion

f: D—K

auf einer offenen Teilmenge D C K.
(7) Eine obere Treppenfunktion zu einer Funktion

f: 1 —R

auf einem beschriankten Intervall I C R.
(8) Eine homogene lineare gewohnliche Differentialgleichung.

Losung

(1) Die Abbildung f heiit bijektiv, wenn sie sowohl injektiv als auch
surjektiv ist.

(2) Eine Menge K heifit ein Kérper, wenn es zwei Verkniipfungen (ge-
nannt Addition und Multiplikation)

+:AXxXK—Kund -: K xK — K

und zwei verschiedene Elemente 0,1 € K gibt, die die folgenden
Eigenschaften erfiillen.
(a) Axiome der Addition
(i) Assoziativgesetz: Fiir alle a,b,c € K gilt: (a +b) + ¢ =
a+ (b+c).
(i) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € K gilt a +b =00+ a.
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(iii) 0 ist das neutrale Element der Addition, d.h. fiir alle a €
Kista+0=a.
(iv) Existenz des Negativen: Zu jedem a € K gibt es ein Ele-
ment b € K mit a+b=0.
(b) Axiome der Multiplikation
(i) Assoziativgesetz: Fiir alle a, b, ¢ € K gilt: (a-b)-c = a-(b-c).
(ii)) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € K gilt a-b=10- a.
(iii) 1 1ist das neutrale Element der Multiplikation, d.h. fiir alle
ae Kista-1=a.
(iv) Existenz des Inversen: Zu jedem a € K mit a # 0 gibt es
ein Element c € K mit a-c = 1.
(c) Distributivgesetz: Fur alle a,b,c € K gilt a- (b+¢) = (a-b) +
(a-c).
(3) Zu jeder streng wachsenden Abbildung N — N, i +— n;, heifit die
Folge
1> Ty,
eine Teilfolge der Folge.
(4) Man sagt, dass f in x € M das Maximum annimmt, wenn

f(z) > f(2') fiir alle 2’ € M gilt.
(5) Die Potenzreihe in z ist die Reihe

o0
E 2.
n=0

(6) Man sagt, dass f n-mal stetig differenzierbar ist, wenn f n-mal dif-
ferenzierbar ist und die n-te Ableitung f stetig ist.
(7) Eine Treppenfunktion

t: I — R

heifit eine obere Treppenfunktion zu f, wenn t(z) > f(z) fir alle
x € [ ist.
(8) Eine Differentialgleichung der Form

Yy =gty
mit einer Funktion (I reelles Intervall)
g: I — R, t— g(t),
heifit homogene lineare Differentialgleichung.

AUFGABE 2. Formuliere die folgenden Sétze.

(1) Die Bernoulli-Ungleichung fiir einen angeordneten Korper.
(2) Die Division mit Rest im Polynomring K[X] tiber einem Korper K.
(3) Der Satz diber das angenommene Maximum einer Funktion

f: I —R
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(welche Voraussetzungen muss die Funktion f und das Intervall [
erfiillen)?
(4) Der Satz iiber partielle Integration.

Losung

(1) Fir x > —1 und n € N ist
(14+x)" > 1+ nz.

(2) Es seien P, T € K[X] zwei Polynome mit 7" # 0. Dann gibt es
eindeutig bestimmte Polynome @, R € K[X] mit

P =T@Q + R und mit grad (R) < grad (T") oder R=10.
(3) Sei I = [a,b] C R ein abgeschlossenes beschrianktes Intervall und sei
f:la,b) — R
eine stetige Funktion. Dann gibt es ein z € [a, b] mit
f(x) > f(2') fiir alle 2’ € [a, )] .

(4) Es seien
fa g: [aa b] — R
stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt

[ rwga=so— [ rwga

AUFGABE 3. Es sei x € R eine nichtnegative reelle Zahl. Fiir jedes € €
R, € > 0, gelte x < e. Zeige x = 0.

Losung

Wir nehmen = # 0 an. Dann ist > 0. Dann ist auch § > 0 und die Voraus-
setzung, angewandt auf e = 7, ergibt x < 7, woraus sich durch beidseitige
Subtraktion von 5 der Widerspruch 3 < 0 ergibt.

AUFGABE 4. Fiihre die ersten drei Schritte des babylonischen Wurzelziehens
zu b = 7 mit dem Startwert ag = 3 durch (es sollen also die Approximationen
a1, as, ag fiir v/7 berechnet werden; diese Zahlen miissen als gekiirzte Briiche
angegeben werden).

Losung

Die Formel fiir a,,,, lautet

1 7
an+1:§ an—i—a— .
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Daher ist

Somit ist

L(s8, T 1(8, 2 1 64+63 127
a = — — _— = — — _ = — . = —.
> 2\3 " 8/3 2\3 " 8 2 24 48

SchlieBllich ist
1 (127 7 ) B 1 (127 336) B 1 16129 + 16128 B 32257

18 1278

2

18 127

% =5 2 6096 = 12102

AUFGABE 5. Es sei (,,),oy eine reelle Folge. Zeige, dass die Folge genau
dann konvergiert, wenn sie genau einen Haufungspunkt besitzt.

Losung

Sei zunéchst die Folge (x,), .y konvergent mit Grenzwert x. Dann ist die
Folge nach Lemma 5.8 beschréankt. Der Grenzwert z ist insbesondere ein
Haufungspunkt. Nehmen wir an, es wiirde noch einen weiteren Haufungs-
punkt y # x geben. Fiir € = % liegen dann aber alle bis auf endlich viele
Folgenglieder innerhalb der e-Umgebung (also |x — €, 2+ ¢€[) von x, und daher
kann es innerhalb der e-Umgebung von y nur endlich viele Glieder geben.

Sei nun die Folge (z,), .y beschrinkt mit dem einzigen Héufungspunkt z.
Wir behaupten, dass die Folge gegen x konvergiert und nehmen an, dass sie
nicht gegen x konvergiert. Dann gibt es ein ¢ > 0 derart, dass es aulerhalb
der e-Umgebung von x unendlich viele Folgenglieder gibt. Dies bedeutet, dass
es eine Teilfolge z,, gibt, die ganz auflerhalb von |x —¢, x +¢€[ verlauft. Mit der
Folge ist auch diese Teilfolge beschréankt. Daher gibt es nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrafl (eine konvergente Teilfolge und) einen Haufungspunkt y
der Folge x,,, der auch ein Haufungspunkt von (z,), .y ist. Dabei ist « # y,
da es in der e-Umgebung von x iiberhaupt keine Folgenglieder der Teilfolge
T, gibt.

AUFGABE 6. Beweise das Quotientenkriterium fiir Reihen.

Losung

Die Konvergenz éndert sich nicht, wenn man endlich viele Glieder dndert.
Daher kénnen wir ky = 0 annehmen. Ferner konnen wir annehmen, dass alle
ay nichtnegative reelle Zahlen sind. Es ist

Qg A—1 a1
. ..._.aogao.qk‘
Ar—1 Q-2 (%)

Qp —

Somit folgt die Konvergenz aus dem Majorantenkriterium und der Konver-
genz der geometrischen Reihe.



AUFGABE 7. Es seien die beiden Polynome
P=X?4+3X-5und Q=X?—4X+47
gegeben.
a) Berechne P(Q)) (es soll also @ in P eingesetzt werden).
b) Berechne die Ableitung von P(Q) direkt und mit Hilfe der Kettenregel.

Losung

a) Es ist
P(Q)

(X?—4X + 7)) +3(X?—4X +7) -5
= X' H16X%+49 —8X% 4 14X% — 56X +3X% — 12X +21 -5
X* - 8X% +33X? — 68X + 65.
b) Die Ableitung von P(Q) ist
(X' —8X? +33X% — 68X +65)' = 4X° — 24X? + 66X — 68.

Esist P/ =2X 4 3 und
P(Q) = 2(X? —4X +7)+3 = 2X* —8X + 1T.
Nach der Kettenregel ist daher

(P(@) = P(Q)-Q
= (2X? —8X +17)(2X —4)
= 4X3—-8X?—16X2+32X 434X — 68
4X3 —24X? + 66X — 68.

AUFGABE 8. Es seil a € R und seien

f,g: R— R
stetige Funktionen mit

fla) > g(a).
Zeige, dass es ein 0 > 0 derart gibt, dass

flz) > g(z)

fir alle z € [a — 0,a + 0] gilt.

Losung

Sei
c = f(a) —g(a) > 0.
Da f und g stetig sind, gibt es zu
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positive Zahlen §; bzw. dy derart, dass aus |r —a| < d§; die Abschétzung
|f(xz) — f(a)] < e und aus |z —a|] < Jy die Abschitzung |g(z) — g(a)| < €
folgt. Mit
0 := min (41, ds,)
gilt somit fiir jedes x € [a — 6, a + §] die Abschitzung
f(x) = fla) —e > gla) + € = g().
AUFGABE 9. Gibt es eine reelle Zahl, die in ihrer vierten Potenz, vermindert

um das Doppelte ihrer dritten Potenz, gleich dem Negativen der Quadrat-
wurzel von 42 ist?

Losung

Es geht um eine reelle Losung fiir die Gleichung
f(x) =2t —22% = =42,

Fiir v < 0 und x > 2 ist f(z) = 2*(x — 2) > 0, es kann also allenfalls in [0, 2]
eine Losung geben. Dazu bestimmen wir, wo die Funktion f ihr Minimum
annimmt. Fiir die Ableitung gilt

f'(z) = 42® — 62° = 22°(22 — 3).
An den beiden Nullstellen 0 und % sind die Werte
f(0) =0

3 27 (3 27 1 27
(5)-5G-2)-F() -2 vm

Also ist das Minimum von f gréfler als —v/42 und es gibt keine Losung.

und

AUFGABE 10. Zu einem Startwert z, € [0, 7] sei eine Folge rekursiv durch
Tpy1 = Sin x,

definiert. Entscheide, ob (x,), .y konvergiert und bestimme gegebenenfalls

den Grenzwert.

Losung

Wir betrachten die Funktion
g(x) = z—sinx
auf [0, 7]. Wegen
g(x) =1— coszx
ist dies positiv fiir x > 0 und gleich 0 fiir z = 0. Daher ist g streng wachsend

und es gilt
sinz < x
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fir > 0 und sin 0 = 0. Daher ist die Folge zu jedem Startwert x, €
[0, 5] fallend und konvergiert gegen einen Grenzwert, da alle Folgenglieder
nichtnegativ sind. Es sei a der Grenzwert, der wieder zu [0, ] gehdren muss.
Wegen der rekursiven Beziehung

Tpy1 = SIn T,
und der Stetigkeit des Sinus folgt
a = sina.

Nach den bisherigen Uberlegungen muss a = 0 sein. Die Folge konvergiert
also bei jedem Startwert gegen 0.

AUFGABE 11. Zeige, dass die Sinus- bzw. die Kosinusfunktion die folgenden
Werte besitzt.

a)

T s 1
in — = - = —.
sin. - c08 - 7
b)
s
cos = = —
3
c)
L]
sin — = —.
3 2
Losung

a) Es ist sin (2 + Z) = cos z nach Satz 21.3 (3). Daher ist
. ™ . m ™ ™ ™
sin (Z) = sin (_Z + 5) = cos <_Z> = COos (Z)’
da Kosinus eine gerade Funktion ist. Aus
1 = sin? <%) + cos? (%) = 2 sin? (%)
ergibt sich

Da sin § > 0 ist, ist

12
b) Nach den Additionstheoremen fiir Sinus und Kosinus ist

sin (3a) = cos a sin (2a) + cos (2«) sin «
cos « (2 cos a sin ) + (cos2 a — sin® a) sin «

sin « (3 cos® o — sin? a)
= sin « (4(3032a —1).
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Fir a = % ist also

0= sinnm = Sin% (40032g—1>.

Wegen
. 20
sin —
3
1St somit -
0 =4cos® = —1,
3
woraus sich
g T 1
cos” — = —
3 4
ergibt. Da cos % positiv ist, folgt
T 1
CosS — = —.
3 2
c) Aus
T T 1 T
1 = cos®? = +sin? = = = + sin® =
3 3 4 3
folgt
sin? = = 3
3 4

woraus sich wegen der Positivitit von sin Z schliefilich

T V3

e T2

w

ergibt.

AUFGABE 12. Bestimme fiir die Funktion

=2+ (1)

die Extrema.

Losung

Wir schreiben

@) = 27437
emln2+e—mln3'

Zur Bestimmung der Extrema betrachten wir die Ableitung, diese ist
fl(z) = (In 2)e"™? — (In 3)e™* ™3,
Die Bedingung f'(z) = 0 fithrt durch Multiplikation mit e® ™3 auf
0 = (ln 2)er(n 23 _ 1y 3,



Daher muss
x In 6 hl 3

¢ :ln2

In 3
In6 =1 S
v n<1n2)’

In (1n3)

In 2
In 6

sein, woraus sich

also
T =
ergibt. Die zweite Ableitung ist
f(r) = (In2)%™2 4 (In 3)2e 3

und somit positiv, also liegt im angegebenen Punkt ein isoliertes lokales Mi-
nimum vor.

AUFGABE 13. Berechne das bestimmte Integral
1
x
/ S
0 \3/ 5 4+ 1
Losung

Wir arbeiten mit der bijektiven Substitution

y = vVbr+1

mit der Umkehrfunktion

und

Somit ist

/1 —d /%y351 Wy
o Bril . 5 Y
3

y

¥6
= o [ v -udy

1

3.1 1,3

= 53[595—‘5 ﬂf@
3 (flyms 12 1 1
_25(5‘/_ 2 5 2)
_ 3 3,9

125 50 250"
AUFGABE 14. Beweise, dass eine stetige Funktion

f:[a, 0] — R

Riemann-integrierbar ist.
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Losung

Die stetige Funktion f ist auf dem kompakten Intervall [a,b] beschriankt
nach Korollar 13.10. Daher gibt es obere und untere Treppenfunktionen und
daher existieren Oberintegral und Unterintegral. Wir miissen zeigen, dass sie
iibereinstimmen. Dazu geniigt es, zu einem gegebenen € > 0 eine untere und
eine obere Treppenfunktion fiir f anzugeben derart, dass die Differenz ihrer
Treppenintegrale < e ist. Nach Lemma 14.2 ist f gleichméBig stetig. Daher
gibt es zu € = ;= ein 0 > 0 derart, dass fiir alle 7,2’ € I mit d(z,2") < 0 die
Abschétzung d(f(z), f(z')) < € gilt. Sei nun n € N so, dass =% < § ist, und
betrachten wir die Unterteilung des Intervalls mit den Punkten a; = a—l—ib_Ta.
Auf den Teilintervallen [a;_1,a;],7 =1,...,n, ist der Abstand zwischen dem
Maximum

t; = max (f(z),a;1 < x < q;)
und dem Minimum

s =min (f(x),a,-1 <z <a;)

kleiner/gleich €. Die zu diesen Werten gehorigen Treppenfunktionen, also

t(z) =

t; fir x € [a;_1,a;/und 1 <i<n-—1,
t, fir x € [a,_1,a,)],

und
s(z) ==

sind dann eine obere bzw. untere Treppenfunktion zu f. Die Differenz zwi-
schen den zugehdrigen Ober- und Untersummen ist dann

" b—ua " b—a u b—a "L b—a "€
— . c. / — I
izlt,» - _;Si — = Z(t’ S;) - < ;e — = Zzln = €.

=1

s; fir ¢ € [a;1,a;/und 1 <i<n-—1,
sp fir o € [ay—1,a,),




