Fachbereich Mathematik/Informatik
Prof. Dr. H. Brenner

Analysis 1

2. Beispielklausur mit Losungen

AUFGABE 1. Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.

(1) Die Produktmenge aus zwei Mengen L und M.
(2) Die Hintereinanderschaltung der Abbildungen

F:L—M

und
G: M — N.

) Eine Reihe Y-, ar von komplexen Zahlen a.
) Ein Hdufungspunkt einer reellen Folge ()
) Die komplexe Ezponentialfunktion.

) Das Treppenintegral zu einer Treppenfunktion

3
(4 neN"
(5

(6

t: I — R

auf einem Intervall I = [a,b] zur Unterteilung a = ag < a1 < ay <
coo < Apoq < ap =bund den Werten t;, 1 =1,...,n.
(7) Die Riemann-Integrierbarkeit einer Funktion

fiR—R
(8) Die gewohnliche Differentialgleichung zu einer Funktion
f: U—R

auf einer offenen Menge U C R2.

Losung

(1) Man nennt die Menge
LxM={(z,y)|ze€L,yeM}

die Produktmenge der Mengen L und M.
(2) Die Abbildung

GoF: L— N, z+— G(F(x)),
heiflt die Hintereinanderschaltung der Abbildungen F' und G.
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(3) Unter der Reihe Y 72 ay versteht man die Folge (s,), .y der Parti-

alsummen
n
Sp = E Qg .
k=0

(4) Eine reelle Zahl x € R heifit Haufungspunkt der Folge, wenn es fiir
jedes € > 0 unendlich viele Folgenglieder x, mit |z, — x| < € gibt.
(5) Die Abbildung

neN

o0

(C—>(C,zr—>expz::2

n=0

Z?’l

H?

heifit (komplexe) Exponentialfunktion.
(6) Das Treppenintegral von ¢ ist durch

T = itz(al — Gifl)
i=1

definiert.

(7) Die Funktion f heifit Riemann-integrierbar, wenn die Einschréinkung
von f auf jedes kompakte Intervall [a,b] C R Riemann-integrierbar
ist.

(8) Man nennt die Gleichung

v =f(ty)
gewohnliche Differentialgleichung zu f.

AUFGABE 2. Formuliere die folgenden Sétze.

(1) Die allgemeine binomische Formel fiir (a + b)™.

(2) Die Konvergenzaussage fiir die geometrische Reihe in C.

(3) Der Identititssatz fiir Potenzreihen.

(4) Die Substitutionsregel zur Integration von stetigen Funktionen (erste
Version).

Losung
(1) Es gilt

1

(a+0b)" = <7Z) a'b" .
=0

(2) Fiir alle komplexen Zahlen z mit |z| < 1 konvergiert die Reihe
> ore, 2* absolut und es gilt
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(3) Esseien f=>""  a,z" und g = >~ b,2" Potenzreihen mit posi-
tiven Konvergenzradien und derart, dass es ein € > 0 gibt, dass die
dadurch definierten Funktionen

fr9: U(0,e) — K

iibereinstimmen. Dann ist a, = b,, fiir alle n € N.
(4) Sei I ein reelles Intervall und sei

f: I —R
eine stetige Funktion. Es sei
g: la,b] — I

stetig differenzierbar. Dann gilt

b g(b)
"(t) dt = s)ds.
/a Flo(t)g'(t) dt /g(a) £(s)

AUFGABE 3. Berechne die Gau3klammer von —12—3.

Losung
Es ist
1
_gq o 132
3
und
135
—45 = ——
3 )
daher ist
1
—45 < —ﬁ —44,
3
also ist
133
———— | = —45.
5

AUFGABE 4. Zeige mittels vollstdndiger Induktion fiir n > 1 die Formel

Z(—l)kk‘ _ {5 bei n gerade,

— —”TH bei n ungerade.

Losung

Bei n = 1 besteht die Summe links aus dem einzigen Summanden (—1)'1 =
—1, die Summe ist also —1. Da 1 ungerade ist, steht rechts —% = —1, der
Induktionsanfang ist also gesichert.



4

Sei die Aussage nun fiir n bewiesen, und es ist die Giiltigkeit der Aussage fiir
n + 1 zu zeigen. Die Summe links ist

> (—1)fk = (Z(—l)’%) + (=)™ (n+1).

k=1 k=1
Bei n gerade (also n + 1 ungerade) ist dies nach Induktionsvoraussetzung
gleich
n n n—2n—2 —n—2 n+ 2
— 4+ (=1t 1) = —— 1) = — —
M 1) = D (1) = T : )
was mit der rechten Seite iibereinstimmt. Bei n ungerade (also n+ 1 gerade)
ist die Summe nach Induktionsvoraussetzung gleich

1 1 —n—1+2 2 1
() =~ ) = TS R

was ebenfalls mit der rechten Seite iibereinstimmt.

AUFGABE 5. Betrachte die Folge z, = (—1)" und x = —1. Welche der
Pseudokonvergenzbegriffe (sieche Anhang) treffen zu?

Losung

Richtig sind (4), (5), (6), (7).

AUFGABE 6. Zeige, dass die Funktion

fTR—R
mit
z, fallsz € Q,
-1
, sonst,

nur im Nullpunkt 0 stetig ist.

Losung

Sei zunéchst x = 0 und € > 0 vorgegeben. Dann kann man § = € setzen,
denn aus |u|< e folgt auch | f(u)|< e. Sei nun = # 0. Wir zeigen, dass man
fiir € =| 5 [> 0 kein 6 > 0 mit der Abschitzungseigenschaft fiir die Stetigkeit
finden kann. Sei hierzu 6 > 0 vorgegeben und sei ¢ = min (d,¢). Wenn x
rational ist, so wéhlen wir eine irrationale Zahl u €lx — ¢,z + ¢[, wenn x
irrational ist, so wiahlen wir eine rationale Zahl g €|x — ¢,z + ¢[. Im ersten
Fall gilt
[f(@) = fu)] = 2] > €

im zweiten Fall gilt

[f (@) = f(@)] = lal > ¢
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so dass in beiden Fillen die 9-Umgebung von x nicht in die e-Umgebung von
f(z) abgebildet wird.

AUFGABE 7. Zeige, dass eine konvergente Potenzreihe » 2/ ¢,2" mit ¢, = 0
fiir alle geraden Indizes eine ungerade Funktion darstellt.

Losung

Nach Voraussetzung besitzt die Potenzreihe die Gestalt

o0
flz) = chz”
n=0
o0
_ Z ey 2L
k=0

Dabher ist

oo
Z 02k+1(_2)2k+1
k=0
oo
_ Z 62k+1(_1>2k+122k+1

k=0

_ } : 2k+1
= 2k+1 Z
=0
oo
_ 2k+1
= E Cok+1%

_ f(SO

Die Funktion ist also ungerade.

8

R‘

AUFGABE 8. Es sel
fi R—R

eine bijektive differenzierbare Funktion mit f’(z) # 0 fiir alle z € R und der
Umkehrfunktion f~!. Was ist an folgendem , Beweis“ fiir die Ableitung der
Umkehrfunktion nicht korrekt?

Es ist
(fof ™y =
Mit der Kettenregel erhalten wir durch beidseitiges Ableiten die Gleichung
(FF N () =1.
Also ist
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Losung

Die Kettenregel setzt voraus, dass beide Abbildungen differenzierbar sind,
das weifl man hier aber von f~! nicht.

AUFGABE 9. Es sei

[T R— R, z— f(2),
eine differenzierbare Funktion mit f(0) = 1 und mit f'(x) = Af(z) fir alle
x € R und ein A € R. Zeige, dass f die Funktionalgleichung

flx+y) = f(x)- fy)

fiir alle x,y € R erfiillt.

Losung

Wir betrachten die zusammengesetzte Funktion g(z) = In f(z), die wohldefi-
niert ist, da f nur positive Werte annimmt. Die Funktion ¢ ist differenzierbar

”“t o F@) M@
=T " e
Die Ableitung ist also konstant gleich A, daher ist g(x) = Az + ¢. Somit ist
f(z) = exp(In f(z)) = exp(Ax +¢) = exp (A\z)exp ¢
und wegen f(0) = 1 ist ¢ = 0. Daher ist
flaty) = exp Mz +y)) = exp Az + \y) = exp (Az)-exp (Ay) = f(x)-f(y)-
AUFGABE 10. Zeige anhand der Funktion

f: C—C, z+— €7,

dass der Mittelwertsatz fiir komplexwertige Funktionen nicht gelten muss.
Man gebe also zwei Punkte a,b € C an derart, dass die Gesamtsteigung
M nicht als Ableitung eines Punktes auf der Verbindungsstrecke von a

a
nach b auftritt.

Losung

Wir wahlen ¢ = 0 und b = 27. Dann ist
e =c¢e

und somit ist die Gesamtsteigung
o2 _ g0
2m
Die Verbindungsstrecke besteht aus allen reellen Zahlen r zwischen 0 und 27.

Fir diese ist

= 0.

(6”)/ _ ,ieir.



Dies ist nie 0, da beide Faktoren nie 0 sind.

AUFGABE 11. Es sei

7
flz)y=2*+2——.
4
Zu jedem Startwert xy € R betrachten wir die reelle Folge
Ty = fn(x0> )

es gilt also die rekursive Beziehung x,.1 = f(x,). Zeige, dass die Folge fiir
zy € [—2, 1] einen Haufungspunkt besitzt.

Losung
Es ist
7 1
—2) = (=22 -2—- ==
f=2) = (2P -2- 1 =
und
1
) =1"4+1-—- = -,
Die Ableitung der Funktion ist
f(z) = 2z +1,
daher wird das Minimum bei
1
T=3
mit dem Wert
1 1\* 1
2 2 2 4

angenommen. Daher ist
1

Bei zg € [—2,1] sind demnach alle Folgenglieder z,, € [—2,1]. Nach dem
Satz von Bolzano-Weierstrafl besitzt die Folge eine konvergente Teilfolge und
damit einen Haufungspunkt.

AUFGABE 12. Bestimme die Taylor-Reihe der Funktion
f(z)=sinz

im Punkt 7/2 bis zur Ordnung 4 (man gebe also das Taylor-Polynom vom
Grad 4 zum Entwicklungspunkt 7/2 an, wobei die Koeffizienten in einer
moglichst einfachen Form angegeben werden sollen).
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Losung

Wir miissen das Polynom
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und

r(5) o () -2

Daher ist das vierte Taylor-Polynom (also die Taylor-Reihe bis zum Grad

x .

AUFGABE 13. Beweise die Substitutionsregel zur Integration von stetigen
Funktionen (erste Version).

Losung

Wegen der Stetigkeit von f und der vorausgesetzten stetigen Differenzierbar-
keit von ¢ existieren beide Integrale. Es sei F' eine Stammfunktion von f, die
aufgrund von Korollar 24.5 existiert. Nach der Kettenregel hat die zusam-
mengesetzte Funktion ¢t — F'(g(t)) = (Fog)(t) die Ableitung F'(g(t))g'(t) =
f(g(t))d'(t). Daher gilt insgesamt

b g(b)
/ fo®)g (B dt = (Feg)l, = Flgb)~Flo(a)) = Flyy = | f(s)ds.
a g(a
AUFGABE 14. Eine Person will ein einstiindiges Sonnenbad nehmen. Die
Intensitiat der Sonneneinstrahlung werde im Zeitintervall [6, 22] (in Stunden)
durch die Funktion

f:06,22] — R, t — f(t) = —t3 + 27% — 120¢,

beschrieben. Bestimme den Startzeitpunkt des Sonnenbades, so dass die Ge-
samtsonnenausbeute maximal wird.



Losung

Es sei a € [6,21] der Anfangszeitpunkt des Sonnenbades. Die Gesamtein-
strahlung der Sonne in der Stunde [a,a + 1] ist das bestimmte Integral

S(a)
a+1
= / (—t3 + 27% — 120t) dt
"
= [ —=t*4+95 — 60t2) o+t
4
1 1
— (—Z(a +1)*+9(a+1)* - 60(a + 1)2) - (—Za4 +9a® — 60a2)
1
= —Z(4a3 +6a* +4a+1) +9(3a® +3a + 1) — 60(2a + 1)
5
= —a’+ ?az — 94a — o
Fiir diese Funktion muss das Maximum im Intervall [6, 21] bestimmt werden.
Dafiir berechnen wir die Ableitung, diese ist

51 205’
S'(a) = (—a3 + 7a2 — 94a — T) = —3a® + 5la — 94.

Die Nullstellenberechnung dieser Ableitung fiihrt auf a — 17a + 9—34 = 0 bzw.
auf

(a_g)Q _% (1_7)2 94 289 —376+867 491

3 2 3" 4 12 127

Also ist

/491 17
ay = E—{—? = 14,8966 = 14 Uhr 54

(die negative Wurzel muss nicht beriicksichtigt werden, da diese zu einem a
auflerhalb des Definitionsbereiches fiihrt). Die zweite Ableitung

5"(a) = —6a + 51

ist an der Stelle ag negativ, so dass dort das Maximum vorliegt. Da die Ablei-
tung keine weiteren Nullstellen im Intervall besitzt, miissen die Randpunkte
nicht gesondert betrachtet werden.

AUFGABE 15. Wir betrachten die Funktion
2 4+3 =22+ —1
@12+ 1)

f: R\ {1} — R, z+—

a) Bestimme die reelle Partialbruchzerlegung von f.

b) Bestimme eine Stammfunktion von f fir z > 1.
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Losung

a) Zunéchst ist
(-1 +1) = (@* 20+ D)(2* +1) = 2* —22° +22° — 22 + 1.
Polynomdivision des Zéhlers durch den Nenner ergibt

2’ +32° - 202 +r—1 = (v +2)(2* — 22 +20* — 20 4+1) + 52 — 42 + 42— 3.

Dabher ist
O +3 =22+ —1 bad —4x? +4x — 3
=x+2+ .
x4 — 223 + 222 — 20+ 1 x4 — 223 + 222 — 2+ 1

Fiir den rechten Bruch bestimmen wir die Partialbruchzerlegung iiber den
Ansatz

53 — 4a? + 4x — 3 __a b +c:c—|—d
2t =203 4202 - 22 +1  x—1 (z—1)2 (22+41)
der wiederum auf
5% —4r* +4r —3 = a(z — D)(2* + 1) +b(2* + 1) + (cxv + d)(x — 1)?

fihrt.

Fiir x = 1 ergibt sich
2 = 2b,
also b = 1.

Fiir x = 0 ergibt sich
-3 = —a+1+d,
also 4 =a —d.
Fiir x = —1 ergibt sich
—5—-4—-4-3=-16 = —da+2+4(—c+d),
also & =a+c—d.

Der Koeffizient zu x? fithrt schlieflich auf

5 =a+c
Die Subtraktion der dritten Gleichung von der zweiten fiithrt auf
18 1
“T 2

Aus der vierten Gleichung folgt daraus a = % und aus der zweiten Gleichung
ergibt sich

1
d = -.
2
Somit ergibt sich insgesamt die Partialbruchzerlegung
9 1 1
2+ 323 — 222+ — 1 Cea94 2 1 5T+ 3

xt =223 + 222 — 20 + 1 r—1 (x—12 (22+1)
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b) Eine Stammfunktion von f ist
1, 9 L1, 1
57 —|—2:c—|—§ln(:c—1)—(:z:—1) —|—Zln(x +1)+§arctan:z:.

AUFGABE 16. Bestimme die Losungen der Differentialgleichung ( y > 0)

y/ — t2y3

mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen. Was ist der Definitionsbe-
reich der Losungen?

Losung
Wir schreiben ¢(t) = ¢* und h(y) = y*. Eine Stammfunktion zu @ = y% ist
H(y)=—3y %=z (z ist also negativ) mit der Umkehrfunktion
1
y=H"2) = —52—1 :

Die Stammfunktionen zu g(t) = ¢* sind $t* + ¢ mit ¢ € R. Daher sind die
Losungen der Differentialgleichung von der Form

DYDY Y P Ry I Wy A
= 2\3 V2@ +eo) | A2

Bei gegebenem c ist diese Wurzel genau dann definiert, wenn

23

ist. Dies bedeutet
t < v/—3c.

Die Definitionsbereiche sind also

] — 00, vV —3¢].

Anhang

Es sei (2,,),,cy eine Folge in einem angeordneten Kérper und es sei z € K.

(1) Man sagt, dass die Folge gegen x hypervergiert, wenn folgende Ei-
genschaft erfiillt ist.
Zu jedem € € K, € > 0, und alle n € N gilt die Beziehung

|z, — x| < e
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(2) Man sagt, dass die Folge gegen = supervergiert, wenn folgende Ei-
genschaft erfiillt ist.
Zu jedem € € K, € > 0, gibt es ein ny € N derart, dass fiir alle
n > ng die Beziehung

|z, —x| < €

gilt.
(3) Man sagt, dass die Folge gegen x megavergiert, wenn folgende Ei-
genschaft erfiillt ist.
Es gibt ein ny € N derart, dass fiir alle n > ng und jedes € € K,
e > 0, die Beziehung

|z, — x| <€

gilt.
(4) Man sagt, dass die Folge gegen = pseudovergiert, wenn folgende Ei-
genschaft erfiillt ist.
Zu jedem ¢ € K, € > 0, gibt es ein n € N derart, dass die
Beziehung
|z, — x| < €
gilt.
(5) Man sagt, dass die Folge gegen x semivergiert, wenn folgende Eigen-
schaft erfiillt ist.
Zu jedem € € K, € > 0, und jedem ng € N gibt es ein n € N|
n > ng, derart, dass die Beziehung

|z, — x| < €

gilt.
(6) Man sagt, dass die Folge gegen x protovergiert, wenn folgende Ei-
genschaft erfiillt ist.
Es gibt ein e € K, € > 0, derart, dass fiir alle n € N die Beziehung

|z, — x| < €

gilt.
(7) Man sagt, dass die Folge gegen x quasivergiert, wenn folgende Ei-
genschaft erfiillt ist.
Es gibt ein € € K, € > 0, und ein ny € N derart, dass fiir alle
n > ng die Beziehung

|z, — x| < €

gilt.
(8) Man sagt, dass die Folge gegen x deuterovergiert, wenn folgende
Eigenschaft erfiillt ist.
Zu jedem € € K, ¢ > 0, gibt es ein ng € N derart, dass fiir alle
n > ng die Beziehung

T, —T < €



gilt.

13



