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AUFGABE 1. Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.

(1) Der Betrag eines Elementes x in einem angeordneten Korper K.
(2) Der Grad eines Polynoms P € K[X], P # 0, iiber einem Korper K.
(3) Die Funktion
f: D—R

( D C R eine Teilmenge) nimmt in einem Punkt x € D ein lokales

Mazimum an.
(4) Die Zahl 7 (gefragt ist nach der analytischen Definition).
(5) Die Potenzreihe in z € C zu den Koeffizienten ¢, € C, n € N.
(6) Die Zeitunabhingigkeit einer gewohnlichen Differentialgleichung

y = f(ty).
Losung

(1) Der Betrag von z ist folgendermaflen definiert.

2] zfallsz >0
€Tl =
—x falls x < 0.
(2) Der Grad eines von 0 verschiedenen Polynoms
P=ay+a X +a X+ -+ a, X"

mit a,, # 0 ist n.

(3) Man sagt, dass f in einem Punkt x € D ein lokales Maximum
besitzt, wenn es ein € > 0 gibt derart, dass fiir alle ' € D mit
|x — 2’| < e die Abschétzung

f(a) = f(a)
gilt.
(4) Es sei s die eindeutig bestimmte reelle Nullstelle der Kosinusfunktion
auf dem Intervall [0,2]. Die Kreiszahl 7 ist definiert durch

Ti=2s.

(5) Die Potenzreihe in z ist die Reihe

[e.e]
E 2.
n=0

(6) Die gewohnliche Differentialgleichung

y = f(ty)
heifit zeitunabhéngig, wenn die Funktion f nicht von t abhéingt,
wenn also f(t,y) = h(y) gilt mit einer Funktion h in der einen

Variablen y.



AUFGABE 2. Formuliere die folgenden Sétze.

(1) Der Satz diber beschrinkte Teilmengen von R.
(2) Die Funktionalgleichung der komplexen Exponentialfunktion.
(3) Der Satz iiber partielle Integration.

Losung

(1) Jede nichtleere nach oben beschrénkte Teilmenge der reellen Zahlen
besitzt ein Supremum in R.
(2) Fiir komplexe Zahlen z,w € C gilt

exp (z +w) = exp z - exp w.

(3) Es seien
fv g: [aa b] — R
stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt

b b
[ rwgw =it [ rogwar.
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AUFGABE 3. Bei einer Fernsehaufzeichnung sitzen n Zuschauer im Studio,
die {iber ein elektronisches Gerét auf verschiedene Fragen mit Ja oder Nein
antworten und wobei das Ergebnis (die Ja-Antworten) in vollen Prozent auf
einem Bildschirm erscheint und wobei ab , 5 nach oben gerundet wird.

a) Erstelle eine Formel mit Hilfe der Gaulklammer | |, die bei gegebenem n
aus i die Prozentzahl p(7) berechnet.

b) Fiir welche n ist die Prozentabbildung aus a) injektiv und fiir welche
surjektiv?

c¢) Es sei n = 99. Welche Prozentzahl tritt nie auf dem Bildschirm auf?

d) Es sei n = 101. Hinter welcher Prozentzahl koénnen sich unterschiedlich
viele Ja-Stimmen verbergen?

e) Es sei n = 102. Hinter welchen Prozentzahlen kénnen sich unterschiedlich
viele Ja-Stimmen verbergen?

Losung

a) Die ganze Prozentzahl wird bei i Ja-Antworten von n Zuschauern bei der
angegebenen Rundung durch

p(i) = {100 : % + %J

berechnet.

b) Fiir n <99 ist die Abbildung aus Anzahlgriinden nicht surjektiv. Sie ist
injektiv, da der ungerundete Prozentwert einer Person gréfler als 1 ist und
daher die Hinzunahme einer Person die gerundete Prozentanzahl um minde-
stens 1 erhoht. Fiir n = 100 ist die Abbildung die Identitét, also injektiv und
surjektiv. Fiir n > 101 ist die Abbildung aus Anzahlgriinden nicht injektiv.
Sie ist surjektiv, da der ungerundete Prozentwert einer Person weniger als
1 ist daher die Hinzunahme einer Person die gerundete Prozentanzahl um
hoéchstens 1 erhoht.

c¢) Die Prozentzahl 50 kommt nicht vor. Fiir i = 49 ist das Ergebnis

49 1 9800 + 99 9899
\‘ 00 99 + QJ \‘ 198 | | 198 J )
(wegen 198 - 50 = 9900) und fiir ¢ = 50 ist das Ergebnis
50 1 10000 + 99 10099
100. 2 4o = [P IO
{ 99 " 2J { 198 | | 198 J

(wegen 198 - 51 = 10098).
d) Die Prozentzahl 50 kommt doppelt vor. Fiir ¢ = 50 ist das Ergebnis

50 1 10000 + 101 10101
1 [— — = —_— = _ =
{ 00 101 - ZJ { 202 J { 202 J o0



(wegen 202 - 50 = 10100) und fiir ¢ = 51 ist das Ergebnis
51 1 10200 + 101 10301
1 R — frnd _— —= _— —
{ 00 101 i ZJ { 202 J { 202 J o0
(wegen 202 - 51 = 10302).
e) Die Prozentzahl 25 kommt doppelt vor. Fiir i = 25 ist das Ergebnis

25 1 2500 + 51 2551
1 - —_— —_— pu— —_—m pu— —_— pu— 2
i 00 102 + 2 | | 102 | | 102 | g
(wegen 102 - 25 = 2550) und fiir 7 = 26 ist das Ergebnis ebenfalls
26 1 2600 + 51 2651
100 — 4= | = [ 2220 — | 222] Z 95
02 2] T T2 | T |10z

(wegen 102 - 26 = 2652). Wegen der Symmetrie der Situation kommt auch
die Prozentzahl 75 doppelt vor, fiir + = 76, 77.
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AUFGABE 4. Es sei K ein angeordneter Korper und es seien (z,), .y und
(Un)pen konvergente Folgen in K. Zeige, dass die Produktfolge (zy, - y,)
ebenfalls konvergent ist mit

lim (x, - y,) = (hm xn) . (hm yn) )
n—oo n—oo n—00

neN

Losung

Sei € > 0 vorgegeben. Die konvergente Folge (xy),y ist nach Lemma 5.8
insbesondere beschrankt und daher existiert ein D > 0 mit |z,,| < D fiir alle
n € N. Sei z := lim,, o0 ©, und y := lim,,_,, y,. Wir setzen C' = max{D, |y|}.
Aufgrund der Konvergenz gibt es natiirliche Zahlen N; und N, mit

|xn—x|§%fﬁrn2]\ﬁ und |yn—y|§%ﬁirn2NQ.

Diese Abschitzungen gelten dann auch fir n > N := max{Ny, No}. Fiir
diese Zahlen gilt daher

|xnyn - xy\ |xnyn — TplY + TplY — Q7y|

< 2y — Tyl + Ty — 2y
= |xn| |yn - y|€+ ’y| |xn - x|

I IA

C—+0-—=
€
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AUFGABE 5. Sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber K. Sei
P € K[X] ein Polynom und a € K. Zeige, dass a genau dann eine Nullstelle
von P ist, wenn P ein Vielfaches des linearen Polynoms X — a ist.

Losung

Wenn P ein Vielfaches von X — a ist, so kann man
P=(X—-a)Q
mit einem weiteren Polynom () schreiben. Einsetzen ergibt
Pla) = (a —a)Q(a) = 0.
Im Allgemeinen gibt es aufgrund der Division mit Rest eine Darstellung
P=(X-a)Q+R,

wobei R = 0 oder aber den Grad null besitzt, also eine Konstante ist. Ein-
setzen ergibt

P(a)=R.
Wenn also P(a) = 0 ist, so muss der Rest R = 0 sein, und das bedeutet, dass
P = (X —a)Q ist.
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AUFGABE 6. Es seien

f.g: [a,b] — R
stetige Funktionen mit f(a) > g(a) und f(b) < g¢(b). Zeige, dass es einen
Punkt ¢ € [a,b] mit f(c) = g(c) gibt.

Losung

Wir betrachten
h(z) = f(z) —g(x).
Diese Funktion ist nach Lemma 12.6 wieder stetig und es ist
ha) = fla) —g(a) = 0
und
h(b) = f(b) —g(b) < 0.
Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein ¢ € [a, b] mit
h(c) =0 = f(c) —g(o),

also ist
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AUFGABE 7. Beweise die Funktionalgleichung fiir die komplexe Exponenti-

alfunktion.

Losung

Das Cauchy-Produkt der beiden Exponentialreihen ist

[e.e]
>
n=0

Zi wnfi

mit ¢, =Y ., T Diese Reihe ist nach Lemma 15.2 absolut konvergent
und der Grenzwert ist das Produkt der beiden Grenzwerte. Andererseits ist
der n-te Summand der Exponentialreihe von z 4+ w nach der allgemeinen

binomischen Formel gleich

(Z+w)n _ 1 - n i, m—i
T—mz ;)P T m
=0

so dass die beiden Seiten iibereinstimmen.
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AUFGABE 8. Untersuche die Funktionenfolge
Roo — R, 2 — f(x),
mit

n

fulx) = 71

auf
a) punktweise Konvergenz und auf

b) gleichméBige Konvergenz.

Losung
Es ist
;L'ni-&-l _ enL-H In m‘
Fiir jedes © € R konvergiert die Folge -5 In = gegen In z, da ja
no 1
n+1 1+1

gegen 1 konvergiert. Wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion konver-
giert somit die Ausgangsfolge xn+1 gegen x. Es liegt also punktweise Kon-

vergenz mit der Identitét als Grenzfunktion vor.

b) Es liegt keine gleichmiflige Konvergenz vor. Beispielsweise gibt es zue = 1

kein ng mit

[fu(z) — 2] <1
fiir alle z und alle n > ny Zu n kann man nimlich = 2" betrachten und
erhélt
|fn(2n+1) _ 2n+1| _ (2n+1)#1 _ 2n+1‘
— ‘271 _ 2n+1}
> 1

(fiir den letzten Schritt sei n > 1).
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AUFGABE 9. a) Man gebe ein quadratisches Polynom an, dessen Graph die
Diagonale und die Gegendiagonale bei y = 1 jeweils tangential schneidet.

b) Man zeige, dass der Graph des Losungspolynoms aus Teil a) innerhalb des
oberen, durch die Diagonale und die Gegendiagonale begrenzten Viertels der
Ebene liegt.

Losung

a) Das gesuchte Polynom sei
f(z) = az® + bz +c.

Dann ist

f'(x) = 2az +b.
Die Bedingung, dass der Graph zu f die Diagonale und die Gegendiagonale
bei y = 1 schneidet, bedeutet

a+b+c=1lunda—b+c=1.

Die Steigung der Diagonale ist 1. Da der Schnitt tangential sein soll, bedeutet
dies

2a +b = 1.
Die Steigung der Gegendiagonale ist —1. Dies bedeutet somit
—2a+b = -1
Die Summe der beiden letzten Gleichungen ergibt direkt
b=0
und somit 1
a= .
Daraus ergibt sich mit der ersten (oder der zweiten) Gleichung
1
c=3

Das gesuchte Polynom ist also

1, 1
b) Fiir x > 0 ist zu zeigen, dass P(x) = %xQ + % > 7z und fiir z < 0 ist zu
zeigen, dass P(x) > —x ist. Im ersten Fall ist

1 1 1 1
P(z)—z = §x2+§—x = §(x2—2m—l—1) = E(x—l)2

und im zweiten Fall ist

Vv
o

(2 +22+1) = 1(q:—i—l)Q > 0.

1 1
Plx)—z = =2*+-+z = 5

1
2 2 2
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AUFGABE 10. Wir betrachten die Funktion

fle) = —

sin x

im Reellen.

a) Bestimme den Definitionsbereich von f.

b) Skizziere f fiir x zwischen —27 und 27.

c¢) Bestimme die ersten drei Ableitungen von f.

d) Bestimme das Taylor-Polynom der Ordnung 3 von f im Punkt .

Losung

a) Es ist
sinx = 0

genau dann, wenn x ein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist. Der Definitions-
bereich ist also R\ Zr.

b)
c¢) Nach der Quotientenregel ist

f'(x) =

— COS T
sin? x
Weiterhin ist

(2) sin® 4+ 2 sin x cos?
r) = :
, sin? x
sin? x + 2 cos® x
81513 T
1+ cos® z

sin? z

und

w _ 2cosx sinz sin® x —3 (14 cos? x) sin® x cos x
f ('I) - - 6
sin® x
2 sin”? 2 — 3 (1 + cos® )

sin* z

—1—=5cos? x

= COS T

= CcoS T —
sin® x

d) Wegen sin § = 1und cos § = 0 ist

G-

r(3) o
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daher ist das Taylor-Polynom der Ordnung 3 gleich

13 (e-3)
—lz—=) .
2 2

und
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AUFGABE 11. Es sei
fT R—R
eine periodische Funktion mit der Periode L > 0.

a) Es sei f differenzierbar. Zeige, dass die Ableitung f” ebenfalls periodisch
mit der Periode L ist.

b) Man gebe ein Beispiel einer nichtkonstanten, periodischen, stetigen Funk-
tion f: R — R, deren Stammfunktion nicht periodisch ist.

Losung
a) Es ist
et D) = fla+ L+ h})l —fle+L) _ lim, flx+ h/i —flz) _ F(a),

daher ist die Ableitung periodisch mit Periodenlénge L.
b) Wir betrachten
f(z) =2+ sinz > 0.
Diese Funktion ist periodisch mit der Periodenlénge 27. Die Stammfunktion
ist nach Satz 19.5 streng wachsend, also nicht periodisch.
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AUFGABE 12. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

63:1:

fiRygy—R z+— —.
el‘_e—ﬂ?

Losung

Wir fithren die Substitution = In ¢ durch und miissen dann fiir
g(t) = t’ 1 = i
t—t=t t t?—1
eine Stammfunktion finden (¢ > 1). Division mit Rest ergibt
= (=1t +t

Die Partialbruchzerlegung fiir

t
2 -1
fiihrt auf
t _a n b
2—1 t—1 t+1
und auf
t=a(t+1)4+0b(t—1) = (a+bt+a—0.
Also ist 1
p— b p— —_—.
“4 2
Dabher ist

g(t) = t+
Eine Stammfunktion davon ist

1 1 1
4 -—In(t—1D+=In(t+1).
5 +2n( )+2n(—|—)

P+

Riichsubstitution ergibt fiir f(z) die Stammfunktion

1 1 1
5621—1-5111 (e"”—l)—l—iln (e +1) .
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AUFGABE 13. Es sei
y = h(y)

eine zeitunabhéngige Differentialgleichung mit einer unendlich oft differen-
zierbaren Funktion

h: R— R
und es sei
y: I — R
eine Losung dazu auf einem offenen Intervall .
a) Driicke die zweite Ableitung von y mit A, ' und y aus.
b) Driicke die dritte Ableitung von y mit h, ', h” und y aus.

c) Zeige, dass die n-te Ableitung von y die Form

(e (Ter))

mit gewissen Zahlen a, € N fiir jedes n-Tupel v = (1p,...,Vp-1) € N” mit
v; < n — 1 besitzt.

Losung

a) Es ist
y'(t) = hly(t)),

da es sich um eine Losung handelt. Die rechte Seite ist differenzierbar, da h
und y differenzierbar sind, und nach der Kettenregel ist somit

y'(t) = (hy(®))

= W(y®)y'(t)
= HW(y(®)h(y(t))
= (W'h) (y(1)).

b) Da h beliebig oft differenzierbar ist, ist
y' = (Wh)oy
differenzierbar, und es ist

y () = ((W'h)

i1l
A~~~
SNEN
33
< <
S+~
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¢) Wir fithren Induktion nach n. Die Aussage ist fiir n = 1,2, 3 richtig nach
Teil a) und b), der Induktionsanfang ist also gesichert. Zum Beweis des In-
duktionsschrittes von n nach n 4+ 1 kénnen wir von einer Darstellung

- (g )

ausgehen. Dies zeigt zunédchst, dass y auch (n + 1)-mal ableitbar ist. Zur
Berechnung der Form der Ableitung geniigt es, einen Summanden der Form

n—1
(o).
§=0
zu betrachten. Die Ableitung davon ist nach der Ketten- und der Produkt-
regel gleich

() - (o))
— (Z’/a (jl‘[: ) h(j“)>>oy>-(hoy)

n—1 n—1
— v (H )T h(j“)h)) oy.
j=0 7=0

Dabei erhoht sich die hochste Ableitungs von h, die vorkommt, auf n, die
Potenzen von hY) erhohen sich maximal um 1 und die Koeffizienten sind
nach wie vor aus N. Daher liegt insgesamt wieder eine Form wie beschrieben
Vor.




