Prof. Dr. H. Brenner Osnabriick WS 2020/2021

Algebraische Zahlentheorie

Vorlesung 3

Wir haben in der letzten Vorlesung gesehen, dass sowohl die ganzen Zahlen
Z als auch die Polynomringe K[X] in einer Variablen iiber einem Korper K
Hauptidealbereiche sind. Bei Polynomen denkt man direkt an Funktionen,
Auswertung an einem Punkt, Nullstellen, Ableitung u.s.w. Wir werden im
Verlaufe dieser Vorlesung sehen, dass diese Konzepte zu einem Grofiteil auch
im zahlentheoretischen Kontext interpretierbar sind.

Zahlen und Funktionen

Zwischen den ganzen Zahlen einerseits und den Polynomringen iiber einem
Korper andererseits bestehen folgende Analogien, die wir hier schon mal fest-
halten und die wir im Laufe des Kurses vertiefen werden. Dabei haben diese
Phénomene im funktionentheoretischen Kontext eine zumeist naheliegende
Bedeutung, wiahrend sie im zahlentheoretischen Kontext erst erschlossen wer-
den miissen. Dieser Prozess erlaubt es, eine geometrische Sprache in die Zah-
lentheorie einzufiithren, die zu Beginn etwas gewOhnungsbediirftig ist, aber
bald eine gute intuitive Unterstiitzung fiir das Verstindnis der Zahlentheorie
gibt. Wir erwéhnen die folgenden Punkte, die wir hier nur kurz funktionen-
theoretisch erldutern. Mit der passenden Begrifflichkeit werden aus Analogien
dann gemeinsame Konzepte.

Analogien

) Hauptidealbereich.

) Punktkonzept. Restekorper.

) Funktion. Nullstelle.

) Rationale Funktionen. Polstelle.

) Quotientenkorper.

) Bilder und Urbilder.

) Lokale und globale Eigenschaften.
) Erweiterungen der Quotientenkorper. Ganzheit.
) Gruppenoperation.

) Zerlegung.
) Verzweigung.
) Singularitéten.
) Projektiver Abschluss.
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Unterschiede

(1) Nichtidentische Ringhomomorphismen von K77 in sich.
(2) Endlichkeit der Restekorper bei Z. Dies gilt auch, wenn K ein endli-

cher Korper ist. Diese ,,Enge® erzwingt haufig zusétzliche Gesetzmé-
Bigkeiten.

(3) Analytische Methoden bei K = R oder K = C.
(4) Topologische Methoden bei K = R oder K = C.

Einige Kommentare

Ein Polynom hat an jedem Punkt a € K einen Wert, eine besondere Rolle
spielen die Nullstellen. Die Nullstellen kénnen, wie bei 22, eine groBere Viel-
fachheit haben, und dies ist dann der Fall, wenn auch noch die Ableitung eine
Nullstelle an dieser Stelle besitzt. Es gibt stets, aufler beim Nullpolynom, nur
endlich viele Nullstellen. Auch sonst wird jeder Wert, aufler bei konstanten

Polynomen, nur endlich oft angenommen. Uber den komplexen Zahlen ist
jedes nichtkonstante Polynom surjektiv.

1/x

Die rationale Funktion 1/z besitzt an der Stelle 0 einen Pol.
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Aus Polynomen kann man durch Division auch rationale Funktionen bilden,
beispielsweise 1/z, diese sind nicht iiberall definiert und haben an endlich
vielen Stellen, namlich den Nullstellen des Nenners, Pole. Die Menge der ra-
tionalen Funktionen bildet wie die Menge der rationalen Zahlen einen Korper.

So wie man endliche Erweiterungen
Z C ZV7) = ZT)/(T* - 7)
betrachten kann, kann man auch Erweiterungen wie
K[Y] € K[Y][X]/(X?-Y3 +5Y —4)

betrachten, dabei wird beispielsweise einem Polynom, hier Y? —5Y + 4, eine
algebraische Quadratwurzel verpasst. Es wird also eine algebraische Funktion
Vy? — by + 4 adjungiert. Eine Besonderheit tritt auf, wenn man aus der
Variablen Y selbst die Quadratwurzel zieht. Dann ist ndmlich

K[Y)[X]/(X*-Y) = K[X],

da man ja Y als Polynom in X ausdriicken kann. In diesem Fall ist also der
algebraisch definierte Erweiterungsring selbst wieder isomorph zum Poly-
nomring selbst! Jedes Polynom P(X) in einer Variablen kann man in diesem
Sinne als Ringerweiterung

K[Y] € K[Y, X]|/(Y — P(X)) = K[X]

interpretieren. Das Polynom P definiert in diesem Sinne einen Ringhomo-
morphismus von K[Y] nach K[X]. Ferner ist die Menge

V(Y = P(X)) = {(z,y) € K |y = P(x)}
der Graph des Polynoms P. Die Abbildung
K — K, z — P(z),

kann man darin auch so auffassen, dass zuerst eine Bijektion zwischen K
und dem Graphen gemacht wird und dann der Graph auf die vertikale Achse
projiziert wird. Bei dieser Interpretation siecht man besonders schon, wel-
che Punkte auf einen bestimmten Punkt b abgebildet werden, nédmlich die
Schnittpunkte des Graphen mit der durch b verlaufenden horizontalen Gera-
den. Es ist im Hinblick auf die zahlentheoretische Interpretation iiblich, das
Bild an der Hauptdiagonalen zu spiegeln, dass der Graph oberhalb der Ziel-
geraden liegt und die Punkte quasi herunterfallen. Das Urbild von b besteht
bei dieser Veranschaulichung aus den Punkten, die oberhalb von b liegen,
und man interessiert sich insbesondere dafiir, wie diese Fasern mit b vari-
ieren. Bei einfachen Beispielen wie P(z) = z? fillt direkt ein regelmiifliges
Zerlegungsverhalten der Fasern auf. Fiir reelles b besteht bei b positiv die
Faser aus {\/l_), —\/5}, bei b = 0 nur aus dem Nullpunkt und bei b negativ
ist die Faser leer. Im Komplexen besteht die Faser fiir b # 0 stets aus zwei
Punkten. Die Einzigkeit der 0 {iber der 0 wird in einem gewissen Sinne da-
durch ,aufgefangen, dass dort auch die Ableitung gleich 0 ist, dort fallen
die beiden Urbilder zusammen, es liegt ,, Verzweigung® vor.
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Ein vergleichbares Verhalten zeigt sich bei der Ringerweiterung
Z C Z[i],

wenn man betrachtet, was dort mit den Primzahlen passiert. Fiir eine Prim-
zahl p mit dem Rest 1 modulo 4 gibt es dort (das haben wir in der ersten
Vorlesung angedeutet und werden wir im Laufe es Kurses genauer begriinden )
eine Faktorzerlegung

p=2"+1iy’ = (z+iy)(z — iy)

in zwei neue Primelemente, eine Primzahl p mit dem Rest 3 modulo 4 bleibt
eine Primzahl, wobei der Restklassenkorper aber p? viele Elemente besitzt,
und fiir p = 2 gilt

2 = —i(141)%

was dem Verzweigungsverhalten entspricht.

2+

Ein weiteres Phdnomen tritt auf, wenn man Erweiterungen der Form
KIY] € K[Y)[X)/(X2 =)
betrachtet, die zugehérige Kurve
V(X?=Y?) = {(z,y) | 2* =y}

besitzt eine Singularitét im Punkt (0,0), was bei dem Graphen eines Po-
lynoms nicht vorkommen kann. Zahlentheoretisch treten bei Erweiterungen
wie Z C Z[X]/(X? — 27), also der Adjunktion von /27, dhnliche Phéno-
mene auf. Deshalb haben wir bei quadratischen Erweiterungen quadratfreie
Zahlen gefordert, was wir im Rahmen der Ganzheitstheorie aber noch weiter
vertiefen miissen.



Primideale

Was ist ein Punkt? Im funktionentheoretischen Kontext, wenn es darum geht,
Polynome in einer Variablen auszuwerten, ist ein Punkt einfach ein Element
von K, sagen wir a € K. Durch Einsetzen erhélt man einen Ringhomomor-
phismus
K[X] — K, F— F(a),

einem Polynom wird also der Wert an der Stelle a zugeordnet. Diese Abbil-
dung nennt man Evaluation Ev, an der Stelle a. Ferner kennt man die Bezie-
hung, dass F'(a) = 0 genau dann ist, wenn X — a im Polynomring ein Teiler
von F ist, siehe Lemma 19.8 (Lineare Algebra (Osnabriick 2017-2018)). Dies
bedeutet, dass der Kern der Evaluationsabbildung das von der Linearform
X — a erzeugte Hauptideal ist. Uber den komplexen Zahlen gilt ferner, dass
ay,...,ar € C alle Nullstellen von F sind, wenn fiir F' die Faktorzerlegung

F=(X—-a)" (X —ag))™

gilt. Die Punkte a; entsprechen also iiber die Linearformen X — a; den Prim-
teilern von F. In einem gewissen Sinn entsprechen also Punkte speziellen
Primelementen, in C[X] sind auch alle Primelemente von dieser linearen
Form. Da nicht jeder Ring faktoriell ist, betrachtet man ausgehend vom Ring
die sogenannten Primideale und entwickelt eine Theorie, in der diese Prim-
ideale zu Punkten eines geometrischen Objektes werden, und auf dem die
Ringelemente zu Funktionen werden.

DEFINITION 3.1. Ein Ideal p in einem kommutativen Ring R heifit Primideal,
wenn p # R ist und wenn fiir ;s € Rmitr-s € p folgt: r € poder s € p.

LEMMA 3.2. Es sei R ein Integrititsbereich und p € R, p # 0. Dann ist p
genau dann ein Primelement, wenn das von p erzeugte Hauptideal (p) ein
Primideal ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 3.9. U

LEMMA 3.3. Es sei R ein kommutativer Ring und p ein Ideal in R. Dann ist
p genau dann ein Primideal, wenn der Restklassenring R/p ein Integritits-
bereich ist.

Beweis. Sei zunéchst p ein Primideal. Dann ist insbesondere p C R und
somit ist der Restklassenring R/p nicht der Nullring. Sei fg = 0 in R/p
wobei f, g durch Elemente in R repriisentiert seien. Dann ist fg € p und
damit f € p oder g € p. was in R/p gerade f = 0 oder g = 0 bedeutet.

Ist umgekehrt R/p ein Integritdtsbereich, so handelt es sich nicht um den
Nullring und daher ist p # R. Sei f,g ¢ p. Dannist f,g # 0 in R/p und
daher fg # 0in R/p, also ist fg ¢ p. O

DEFINITION 3.4. Ein Ideal m in einem kommutativen Ring R heif3t maxi-

males Ideal, wenn m # R ist und wenn es zwischen m und R keine weiteren
Ideale gibt.
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LEMMA 3.5. Es sei R ein kommutativer Ring und m ein Ideal in R. Dann
ist m genau dann ein mazimales Ideal, wenn der Restklassenring R/m ein
Korper ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 3.7. |

KOROLLAR 3.6. Es sei R ein kommutativer Ring und m ein mazimales Ideal
i R. Dann ist m ein Primideal.

Beweis. Dies folgt sofort aus den Charakterisierungen fiir Primideale und fiir
maximale Ideale mit den Restklassenringen. 0

Zu einem Primideal p und insbesondere zu einem maximalen Ideal gehort die
Fvaluationsabbildung
R — R/p,

wobei im maximalen Fall rechts ein Korper steht, der Restklassenkdrper oder
Restekérper (bei einem Primideal betrachtet man den Quotientenkorper als
Restekorper). Die Restklassenkorper sind fiir das Studium des Ringes rele-
vante Korper. Bei R = Z sind die Evaluationsabildungen gleich Z — Z/(p)
bzw. (zum Nullideal) Z — Q. Hier treten also alle Primkorper als Re-
stekorper auf.

LEMMA 3.7. Es sei R ein Hauptidealbereich und p # 0 ein Element. Dann
sind folgende Bedingungen dquivalent.

(1) p ist ein Primelement.
(2) R/(p) ist ein Integrititsbereich.
(3) R/(p) ist ein Kirper.

Beweis. Die Aquivalenz (1) < (2) gilt in jedem kommutativen Ring (auch
fir p = 0), siche Aufgabe 3.10, und (3) impliziert natiirlich (2). Sei also
(1) erfiillt und sei a € R/(p) von 0 verschieden. Wir bezeichnen einen Re-
prasentanten davon in R ebenfalls mit a. Es ist dann a ¢ (p) und es ergibt
sich eine echte Idealinklusion (p) C (a,p). Ferner koénnen wir (a,p) = (b)
schreiben, da wir in einem Hauptidealring sind. Es folgt p = ¢b. Da ¢ keine
Einheit ist und p prim (also nach Lemma 2.6 auch irreduzibel) ist, muss b
eine Einheit sein. Es ist also (a,p) = (1), und das bedeutet modulo p, also
in R/(p), dass a eine Einheit ist. Also ist R/(p) ein Korper. d

In einem Hauptideal besteht also die Menge der Primideale aus dem Nullideal

und den maximalen Idealen.

LEMMA 3.8. Es sei K ein Kéorper und P € K[X]|, P # 0, ein Polynom.
Dann ist P genau dann irreduzibel, wenn der Restklassenring K[X]/(P) ein
Korper ist.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 2.12 und Lemma 3.7. U



Wir erwéhnen noch den folgenden Existenzsatz fiir Primideale.

LEMMA 3.9. Es sei R ein kommutativer Ring und sei f € R nicht nilpotent.
Dann gibt es ein Primideal p in R mit f ¢ p.

Beweis. Siehe Aufgabe 3.8. g

Das Spektrum

DEFINITION 3.10. Zu einem kommutativen Ring R nennt man die Menge
der Primideale von R das Spektrum von R, geschrieben

Spek (R) .

BeispiEL 3.11. Ein Korper hat bekanntlich nur zwei Ideale, ndmlich das
Einheitsideal K, das kein Primideal ist, und das Nullideal 0, das ein Primideal
ist. Das Spektrum eines Korpers besteht also aus einem einzigen Punkt.

Bei einem Hauptidealbereich (dies gilt auch fiir Dedekindbereiche, die wir
spater einfithren werden) besteht das Spektrum aus dem Nullideal 0 und den
maximalen Idealen, die von der Form m = (p) mit einem Primelement p
sind.

DEFINITION 3.12. Auf dem Spektrum eines kommutativen Ringes R ist die
Zariski-Topologie dadurch gegeben, dass zu einer beliebigen Teilmenge 7" C
R die Mengen

D(T) := {p € Spec(R) | T Z p}
als offen erklart werden.

Fiir einelementige Teilmengen T = {f} schreiben wir D(f) statt D({f}).

LEMMA 3.13. Die Zariski-Topologie auf dem Spektrum Spek (R) eines kom-
mutativen Ringes R ist in der Tat eine Topologie.

Beweis. Siehe Aufgabe 3.16. |

Wir betrachten das Spektrum stets als topologischen Raum. Die Primideale
sind die Punkte dieses Raumes. Die Komplemente der offenen Mengen, also
die abgeschlossenen Mengen in der Zariski-Topologie, werden mit

V(T) = {p €Spek (R) [ T C p}

bezeichnet. Bei einem Hauptidealbereich ist die Zariski-Topologie besonders
einfach, nur das gesamte Spektrum ist abgeschlossen und jede endliche An-
sammlung von maximalen Idealen ist abgeschlossen. Dennoch ist auch in
diesem Fall die Zariski-Topologie schon hilfreich. Wenn man beispielsweise
aus topologischen Griinden weif}; dass eine Teilmenge abgeschlossenen sein
muss, so folgt, dass es die gesamte Menge oder aber, dass sie endlich ist.
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BEeIsPIEL 3.14. Fiir den Polynomring R = K|[X] in einer Variablen X {iber
einem Korper K gibt es das Nullideal und die maximalen Ideale. Zu jedem
Element a € K gehort die Linearform X — a und das davon erzeugte ma-
ximale Ideal (X — a). Deshalb stellt man sich das Spektrum Spek (K[X])
zunéchst als eine K-Gerade vor, mit dem fetten Punkt zum Nullideal als al-
les umfassenden Punkt. Bei K algebraisch abgeschlossen ist dies das gesamte
Spektrum. Bei einem nicht algebraisch abgeschlossenen Korper kommt noch
fiir jedes normierte irreduzible Polynom P vom Grad > 2 das maximale
Primideal (P) hinzu, das man aber im Bild schlecht skizzieren kann und sich
,im Hintergrund“ vorstellt.

BEISpPIEL 3.15. Die Primideale in Z sind einerseits die maximalen Ideale (p),
wobei p eine Primzahl ist, und andererseits das Nullideal 0. Die maxima-
len Ideale bilden die abgeschlossenen Punkte von Spek (Z). Das Nullideal ist
darin ein weiterer nicht abgeschlossener Punkt. Die einzige abgeschlossene
Menge, in der dieser Punkt enthalten ist, ist die ganze Menge. Die abge-
schlossenen Mengen in Spek (Z) sind neben der Gesamtmenge die endlichen
Teilmengen aus maximalen Idealen.

_K - " = = -
D (3 2 (7 (0 (#3) (e

So stellt man sich das Spektrum von Z vor. Die Verbindungslinien sollen
vermitteln, dass es sich um ein eindimensionales Objekt handelt. Das Nullideal
malt man fett, um anzudeuten, dass es sich um einen dichten Punkt handelt.

Man visualisiert Spek (Z) als eine (gedachte Gerade), auf der die Primzahlen
diskret liegen, wihrend der Nullpunkt ein fetter Punkt ist, der die gesamte
Gerade représentiert.

PROPOSITION 3.16. Fiir das Spektrum X = Spek (R) eines kommutativen
Ringes R gelten folgende Eigenschaften.

(1) Es ist D(T) = D(a), wobei a das durch T erzeugte Ideal (Radi-
kal) in R sei. Man kann sich also bei der Beschreibung der offenen
Teilmengen auf die Radikale von R beschrinken.

(2) Fiir eine Familie a;, i € I, von Idealen in R ist

D) = D (Z a,.) :

el el



(3) Fir eine endliche Familie a;, 1 = 1,...,n, von Idealen in R ist
ﬂ (ﬂaz> = D(Cll"'Cln).
i=1 i=1

(4) Esist D(a) = X genau dann, wenn a das Einheitsideal ist.

(5) Esist D(a) C D( ) genau dann, wenn a C rad (b) gilt.

(6) Das Spektrum ist genau dann leer, wenn R der Nullring ist.

(7) Es ist D(a) = 0 genau dann, wenn a nur nilpotente Elemente

enthdlt.

(8) Die offenen Mengen D(f), f € R, bilden eine Basis der Topologie.

(9) FEine Familie von offenen Mengen D(a;), i € I, ist genau dann eine
Uberdeckung von X, wenn die Ideale a; zusammen das Einheitsideal
erzeugen.

Beweis. Siehe Aufgabe 3.17. O






Abbildungsverzeichnis

Quelle = Polynomialdeg4.svg , Autor = Benutzer Geek3 auf Commons,

Lizenz = CC-by-sa 3.0 2
Quelle = Function-1 x.svg , Autor = Benutzer Qualcl auf Commons,
Lizenz = CC-by-sa 2.5 2
Quelle = Cusp.svg , Autor = Benutzer Satipatthana auf Commons,
Lizenz = PD 4
Quelle = Spektrum von Z.xcf , Autor = Benutzer Bocardodarapti auf
Commons, Lizenz = CC-by-sa 4.0 8

Erlauterung: Die in diesem Text verwendeten Bilder stammen aus
Commons (also von http://commons.wikimedia.org) und haben eine
Lizenz, die die Verwendung hier erlaubt. Die Bilder werden mit ihren
Dateinamen auf Commons angefiihrt zusammen mit ihrem Autor
bzw. Hochlader und der Lizenz. 11

Lizenzerkldarung: Diese Seite wurde von Holger Brenner alias
Bocardodarapti auf der deutschsprachigen Wikiversity erstellt und
unter die Lizenz CC-by-sa 3.0 gestellt. 11

11



