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Algebraische Zahlentheorie

Vorlesung 29

Wir besprechen in verschiedenen Beispielen genauer, wie die Einheitengruppe
eines Zahlbereiches aussieht und wie Fundamentaleinheiten zu finden sind.
Nach dem Dirichletschen Einheitensatz, den wir in der letzten Vorlesung
bewiesen haben, ist der Rang der Einheitengruppe eines Zahlbereichs R mit
r reellen Einbettungen und s Paaren von komplexen Einbettungen gleich
r+s—1.

Der Rang der Einheitengruppe r+s—1 ist in zwei Fillen gleich 0, ndmlich bei
R = 7Z und wenn R ein imaginér-quadratischer Zahlbereich ist. In diesem
Fall wurden die moglichen Einheitengruppen (= Einheitswurzelgruppen) in
Lemma 27.7 besprochen. Fiir den Rang r +s—1 = 1, also r + s = 2, gibt
es die folgenden Moglichkeiten:

(1) » = 2und s = 0. Dann ist der Grad der Korpererweiterung gleich
2 und es handelt sich um eine reell-quadratische Korpererweiterung.

(2) r = 1 und s = 1. Dann ist der Grad der Koérpererweiterung
gleich 3. Das Minimalpolynom der Korpererweiterung ist ein ku-
bisches Polynom mit genau einer reellen Nullstelle, beispielsweise
Q C K = Q[X]/(X*~2).

(3) r = 0 und s = 2. Dann ist der Grad der Korpererweiterung
gleich 4. Das Minimalpolynom der Koérpererweiterung ist ein Po-
lynom vom Grad 4 ohne reelle Nullstelle. Ein Beispiel ist Q € K =
QIX]/(X* + X3+ X? + X + 1), der fiinfte Kreisteilungskorper.

Fundamentaleinheiten im reell-quadratischen Fall

LEMMA 29.1. Es sei Ap ein reell-quadratischer Zahlbereich zu quadratfreiem
D > 2 und sei Ap C R eine fizierte reelle Einbettung. Dann besitzt A MR~y
ein Minimum und dieses ist eine Fundamentaleinheit.

Beweis. Die Einheitengruppe von Ap ist nach Korollar 28.10 isomorph zu
{1,—1} x Z, alle Einheiten sind von der Form +u" mit n € Z und einer
Fundamentaleinheit u. Diese Beschreibung gilt auch in der Einbettung nach
R. Mit u ist genauso —u und u~! eine Fundamentaleinheit. Damit kénnen
wir v > 1 annehmen. Zwischen 1 und u kann es keine weitere Einheit aus Ap
geben, da sie ja die Form Fu" besitzt, was bei negativem Vorzeichen negativ
ist und bei (positivem Vorzeichen und) n < 0 zwischen 0 und 1 liegt. Fiir
n > 2ist u™ > w. ]
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Wir werden die Fundamentaleinheit > 1 (beziiglicher einer reellen Einbet-
tung) héufig als die Fundamentaleinheit schlechthin bezeichnen. Man beach-
te, dass das Bild der Einbettung Ap C R eine dichte Teilmenge ist. Zwischen
1 und der gewahlten Fundamentaleinheit u gibt es also unendlich viele Zahlen
aus Ap, aber eben keine weiteren Einheiten.

LEMMA 29.2. Es sei Ap ein reell-quadratischer Zahlbereich zu quadratfreiem
D > 2 und sei Ap C R eine fizierte reelle Einbettung. Dann sind fiir jede
Einheit a + bV/D € Af, NRs, die Komponenten a und b positiv.

Beweis. Mit a + byv/D sind auch —a — bv/D, a — bv/'D, —a + bv/D Einheiten,
wobei diese drei Elemente kleiner als 1 sind, da konjugierte Elmente im qua-
dratischen Fall bis eventuell auf das Vorzeichen invers zueinander sind. Des-
halb ist a+bv/D > a—bv/D, woraus b > 0 folgt, und a+bv/D > —a+bv/D,
woraus a > 0 folgt. U

LEMMA 29.3. Es sei Ap ein reell-quadratischer Zahlbereich zu quadratfreiem
D > 2 und sei Ap C R eine fizierte reelle Einbettung. Dann ist die Fun-
damentaleinheit a + bV/D € Af, N Ry dadurch charakterisiert, dass bei ihr

unter allen Einheiten o’ +b/D € ASNR.y die erste Komponente minimal
15t.

Beweis. Nach Lemma 29.1 gibt es eine Fundamentaleinheit a + bv/D, und
diese ist unter den Einheiten oberhalb von 1 minimal. Sei a’ + b'v/D eine
weitere solche Einheit > 1. Dann ist diese von der Form

a +bVD = (a+ b@)n

= a"+ (Z) a" 22D + . .. <(T) a™ it .>\/5

mit n > 2. Bei a > 1 folgt daraus sofort, dass ¢’ > a, und bei a < 1

kommt wegen Lemma 29.2 nach Satz 9.8 nur a = % in Frage, was iiber-
haupt (unabhéngig von der Einheitenbedingung) das Minimum fiir die erste
Komponente ist. U

Explizit geht es bei D = 2,3 mod 4 um die Losungen der Gleichung
a* — Db = +1

mit a, b ganzzahlig und bei D = 1 mod 4 um Losungen der Gleichung

) 2
<3> p(%) 2 4
2 2
mit a, b ganzzahlig mit a + b geradzahlig, was auf die ganzzahlige Gleichung
a’> — Db* = +4

fithrt. Diese Gleichung (en) nennt man auch die Pellsche Gleichung, wobei
der Sprachgebrauch nicht einheitlich ist. Die Gleichung in der letzten Form
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erfasst jedenfalls alle Moglichkeiten, wobei nicht jede Lésung zu einer Einheit
fithrt, beispielsweise entspricht

(a,b) = (2,0)
direkt keiner Losung (die Hélfte davon aber wiederum schon).

BEMERKUNG 29.4. Mit Lemma 29.3 kann man prinzipiell konstruktiv eine

Fundamentaleinheit bestimmen, indem man zu aufsteigendem a > 0 (ganz-

zahlig oder ein ganzzahliges Vielfaches von %) untersucht, ob die Gleichung
> —bv’'D = =£1

eine Losung in b besitzt, wofiir nur endlich viele Kandidaten zu iiberpriifen
sind. Man hat aber von vornherein keine Schranke fiir a, daher weif§ man
nicht, wie schnell diese Methode zum Erfolg fiihrt.

w (3,2)

\\(—L 0 a 0)/

/ G2

x2-2y2=1

\\

v

BEISPIEL 29.5. In Z[v/2] ist wegen
1+vV2)(1-v2) =1-2=—1
das Element 1 + /2 eine Einheit. Nach Lemma 29.3 handelt es sich um die

eindeutig bestimmte Fundamentaleinheit > 1.

BEISPIEL 29.6. Wir suchen in Z[v/3] gemiB Bemerkung 29.4 nach der Fun-
damentaleinheit, nach Satz 9.8 miissen wir nur a + byv/3 mit ganzzahligen
a,b > 1 iiberpriifen, ob

N(a+bV3) = a®> = 3V* = +1
gilt. Fiir a = 1 gibt es keine Losung, und bei a = 2ist mit b = 1 eine Losung
gefunden. Somit ist 2 + V3 die Fundamentaleinheit. Die anderen Einheiten
oberhalb von 1 sind (24++v/3)" = 7+4v3, (2+v3)" = 26+ 15v/3, ws.w.

Fiir quadratfreies D > 2 kann man so algorithmisch die Fundamentaleinheit
u > 1 des quadratischen Zahlbereiches Ap bestimmen. Fiir kleine D ergibt
sich die folgende Tabelle.

2 3 5 6 7 10 11 13 14

15

w | 1+v2 [ 2+v3 | 95 5426 | 8+3V7 [ 3+V10 | 10+3V11 | 18+5V13 | 15+ 414

4++/15
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Die Norm der Fundamentaleinheit ist wie von jeder Einheit gleich 1 oder —1.
Es ist eine interessante Frage, ob die Fundamentaleinheit die Norm 1 oder —1
ist. Fiir D = 2,5,10,13,17, ... ist die Norm der Fundamentaleinheit gleich
—1.

Weitere Beispiele

BEISPIEL 29.7. Wir betrachten den Zahlbereich R = Z[v/2] vom Grad 3,
eine Ganzheitsbasis ist 1, \3/5, \3’/52 nach Korollar 16.2. Es ist

(1-V2)1+V2+V2)=1-V2 =1-2 = 1.

d.h. das Element 1 — v/2 ist eine Einheit, und zwar keine Einheitswurzel.

In Frohlich/Taylor wird erwiihnt, dass in Q[+/23] das Element

2166673601 + 761875860v/23 4+ 267901370~/ 232
eine Fundamentaleinheit ist.

BEISPIEL 29.8. Der fiinfte Kreisteilungskorper (vergleiche Beispiel 17.5) die
Gestalt

Ks 2 QX]/(X*"+X°+ X*+ X +1)

und die komplexen Einbettungen sind durch X — €/*™/5 mit j = 1,2,3,4
gegeben, wobei die Einbettungen zu 1 und 4 und zu 2 und 3 zueinander
komplex-konjugiert sind. Es gibt keine reelle Einbettung und es ist » = 0
und s = 2. Der Rang der Einheitengruppe ist also 1 nach Satz 28.7. Wegen
Q c Q[\/g] C Kj; gibt es einen reellen Zwischenkorper und dieser enthélt
auch schon eine Einheitengruppe vom Rang 1. Es ist

1 5
+T\/_ =a'+r+1=—2-2°

und wegen
L+vE 1-vh
SR -
ist dies eine Einheit im quadratischen Zahlbereich zu 5, und zwar nach Lem-
ma 29.3 die Fundamentaleinheit > 1.

Der Regulator

DEFINITION 29.9. Es sei R ein Zahlbereich mit r reellen Einbettungen und
s Paaren von komplexen Einbettungen und es sei ug, ..., u,+s 1 ein System
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von Fundamentaleinheiten. Dann nennt man den Betrag der Determinante
der reellen (r +s—1) x (r + s — 1)-Matrix

Ll(ul) Ce L1<UT+5_1>

Lr+371(ul) s Lr+sfl(ur+571)
wobei L = (Ly,...,L,;,) die logarithmische Gesamtabbildung bezeichnet,
den Regulator von R. Er wird mit Reg(R) bezeichnet.

Man beachte, dass in der Definition des Regulators nur r + s — 1 Kompo-
nenten der (logarithmischen) Gesamtabbildung verwendet werden. Das Bild
der Einheiten liegt ja in einer Hyperebene des R"**, ist also dort nicht volldi-
mensional. Wir werden gleich sehen, dass es zur Berechnung egal ist, welche
Komponente man weglésst. Wenn r 4+ s = 1 ist (wie bei Z oder einem ima-
gindr-quadratischen Zahlbereich), so ist die Definition als 1 zu interpretieren
(Determinante der leeren Matrix).

LEMMA 29.10. Es set R ein Zahlbereich mit r reellen Einbettungen und s
Paaren von komplexen Einbettungen und es seiuy, ..., u,+s_1 €in System von
Fundamentaleinheiten von R. Es sei A das von L(uy), ..., L(uyys—1) im Un-

oy, = O} C R™* erzeugte Gitter.

j=1
Dann besteht zwischen dem Regulator und dem Volumen einer Grundmasche
M von A der Zusammenhang

VT +s-Reg(R) = vol (IM).
Beweis. Siehe Aufgabe 29.13. O

tervektorraum H = {(vl, ce Urs) | D0

Dies zeigt insbesondere, dass es bei der Definition des Regulators auf die
Reihenfolge der Einbettungen nicht ankommt und man eine beliebige Kom-
ponente weglassen kann.

BEMERKUNG 29.11. Es sei D > 2 quadratfrei und Ap der zugehorige reell-
quadratische Zahlbereich. Es sei Ap C R eine reelle Einbettung und sei u
eine Fundamentaleinheit von R. Dann ist der Regulator von Ap gleich

Reg(Ap) = |In full.

An dieser Definition sieht man direkt, dass wenn man u durch eine der ande-
ren Fundamentaleinheiten —u, u™!, —u~"! ersetzt, dies zum gleichen Ergebnis
fithrt: Das Vorzeichen wird durch den inneren Betrag und die Inversenbildung
durch den dufleren Betrag aufgefangen. Auch von der gewéahlten Einbettung
héngt es nicht ab, da ja die andere Einbettung aus der gegebenen Einbet-
tung durch einen Automorphismus hervorgeht und dabei u auf eines der drei
Elemente abgebildet wird.
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