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Algebraische Kurven
Vorlesung 2

Affin-algebraische Mengen

DEFINITION 2.1. Sei K ein Korper. Dann nennt man A% = K" den affinen
Raum iiber K der Dimension n.

Der affine Raum ist also zunéchst einfach eine Menge aus Punkten. Ein
Punkt im affinen Raum ist einfach ein n-Tupel (a4, ..., a,) mit Koordinaten
aus K. Warum dann ein neuer Begriff? Mit dem Begriff ,affiner Raum*
wird angedeutet, dass wir den K" als Objekt der algebraischen Geometrie
verstehen wollen. D.h. wir betrachten den affinen n-dimensionalen Raum
als das natiirliche geometrische Objekt, auf dem Polynome in n Variablen
(als Funktionen) operieren. Wir werden zunehmend den affinen Raum um
weitere Strukturen (Zariski-Topologie, Strukturgarbe) ergénzen, die deutlich
machen, dass er ,mehr® ist als ,nur” ein K™. Fiir n = 1 spricht man von der
affinen Geraden und fiir n = 2 von der affinen Ebene.

Ein Polynom F' € K[Xy,...,X,] fasst man in natiirlicher Weise als Funktion
auf dem affinen Raum auf: Einem Punkt P € A% mit P = (ay,...,a,) wird
der Wert F(P) = F(ay,...,a,) zugeordnet, indem die Variable X; durch
a; ersetzt wird und alles in K ausgerechnet wird. Zu einen Polynom F' €
K[Xi,...,X,] kann man insbesondere fragen, ob F(P) = 0 ist oder nicht.
Zu F riickt dann insbesondere das dadurch definierte , Nullstellengebilde* ins
Interesse, ndmlich

V(F) = {P € A% F(P) =0} .

Kegelschnitte

Davon haben wir schon einige in der ersten Vorlesung kennengelernt. Es ist
aber auch sinnvoll, zu untersuchen, wie das gemeinsame (simultane) Nullstel-
lengebilde zu mehreren Polynomen aussieht. Dieses beschreibt den Durch-
schnitt der einzelnen beteiligten Nullstellengebilde (wie beispielsweise bei
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Kegelschnitten, wo man einen Kegel im dreidimensionalen Raum mit ver-
schiedenen Ebenen schneidet).

Daher definieren wir allgemein.

DEFINITION 2.2. Sei K ein Korper und sei F; € K[Xy,...,X,], j € J, eine
Familie von Polynomen in n Variablen. Dann nennt man

{P € A%| F;(P) =0 fir alle j € J}

das durch die Familie definierte Nullstellengebilde (oder Nullstellenmenge).
Es wird mit V(F},j € J) bezeichnet.

Diejenigen Teilmengen des affinen Raumes, die als Nullstellenmengen auftre-
ten, verdienen einen eigenen Namen.

DEFINITION 2.3. Sei K ein Kérper und sei K[Xj, ..., X,]| der Polynomring
in n Variablen. Dann heifit eine Teilmenge V' C A’ im affinen Raum affin-
algebraisch, wenn sie die Nullstellenmenge zu einer Familie F}, 7 € J, von

Polynomen F; € K[Xy,...,X,] ist, wenn also V' = V(F}, j € J) gilt.

Die einfachsten Beispiele sind eine endliche Punktemenge auf der affinen
Geraden Al | die durch ein einzelnes Polynom gegeben sind, und affin-lineare
Unterrdume im A%, die ja als Losungesmenge eines inhomogenen linearen
Gleichungssystems iiber K gegeben sind.

BEISPIEL 2.4. Wir betrachten die affine Ebene A% und darin einige affin-
algebraische Teilmengen, die durch die Variablen X und Y definiert sind.
Das Nullstellengebilde V' (X, Y') besteht einfach aus dem Nullpunkt (0,0). Die
Bedingung sagt ja hier, dass beide Variablen null sein miissen. Die Menge
V(X) ist die Y-Achse (alle Punkte der Form (0,y)) und V(YY) ist die X-
Achse. Die Menge V(X 4 Y') besteht aus allen Punkten (z,y) mit y = —=x.
Das ist also die Gegendiagonale. Die Menge V(XY') besteht aus den Punkten
(z,y), wo das Produkt zy = 0 sein muss. Uber einem Korper kann ein
Produkt aber nur dann null sein, wenn einer der Faktoren null ist. D.h. es

ist V(XY) = V(X)UV(Y) und es liegt das Achsenkreuz vor.

Die Punkte in einem affinen Raum oder auf einer affin-algebraischen Menge
interpretiert man haufig so, dass sie selbst ein gewisses komplizierteres ma-
thematisches Objekt représentieren. Eigenschaften der Objekte werden dann
dadurch reflektiert, dass die reprisentierenden Punkte gewisse algebraische
Gleichungen erfiillen oder nicht, oder, was dquivalent ist, auf gewissen affin-
algebraischen Mengen liegen oder nicht. Dies soll durch das néchste Beispiel
illustriert werden.

BEISPIEL 2.5. Eine 2 x 2-Matrix

ail a1
aiz2 A2
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ist durch die vier Zahlen aq1, as1, a1z, ase € K eindeutig festgelegt. Man kann
eine solche Matrix also mit einem Punkt im A% identifizieren. Bei dieser In-
terpretation ist es sinnvoll, die Variablen mit X1, X571, X129, Xoo zu bezeich-
nen. Man kann sich dann fragen, welche Eigenschaften von Matrizen sich
durch algebraische Gleichungen beschreiben lassen. Wir diskutieren dazu ei-
nige typische Eigenschaften.

Eine obere Dreiecksmatrix liegt genau dann vor, wenn a2 = 0 ist. Die Menge
der oberen Dreiecksmatrizen ist also die Nullstellenmenge von Xi,.

Eine invertierbare Matrix liegt vor, wenn aqya90 — ajsas; # 0 ist. Die Menge
der nicht invertierbaren Matrizen wird also durch die algebraische Determi-
nantenbedingung X11Xoo — X12X91 = 0 beschrieben.

Eine Matrix beschreibt die Multiplikation mit einem Skalar, wenn sie eine
Diagonalmatrix mit konstantem Diagonaleintrag ist. Diese Menge wird durch
die drei Gleichungen X5 = 0, X5; = 0 und X;; — X393 = 0 beschrieben.

Ein Element A\ € K ist nach Satz 23.2 (Lineare Algebra (Osnabriick 2015-
2016)) ein Eigenwert einer Matrix genau dann, wenn A eine Nullstelle des
charakteristischen Polynoms der Matrix ist, d.h. wenn

A\ — _
det ( an 21 ) = N = Man + ag) + ar1a9; — arza; =0

—ai2 A — ag

ist. In der linearen Algebra ist normalerweise die Matrix vorgegeben und
man sucht nach Nullstellen A dieses Polynoms in einer Variablen. Man kann
es aber auch umgekehrt sehen und A vorgeben, und das Nullstellengebilde

A = A(X11 + Xo2) + X11 X9 — X19X51 = 0

in den vier Variablen untersuchen. Diese Gleichung beschreibt also die Menge
aller Matrizen, die A\ als Eigenwert besitzen.

Entsprechend besitzt eine Matrix genau dann die beiden Eigenwerte \ # ¢,
wenn

AN — AN X11 + X29) + X11X20 — X12X21 = 0 und
5 — O( X1+ Xog) + X11 X902 — X12Xp1 =0
ist. Die Differenz der beiden Gleichungen ist
M =67 — (A= 00)(X11 + Xa) = 0,

die eine solche Matrix erst recht erfiillen muss. Wegen \ # § kann man das
als

X1+ Xog = A+90

schreiben. Fiir eine Matrix nennt man die Summe der Diagonaleintréige die
Spur der Matrix. Die zuletzt hingeschriebene Gleichung besagt also, dass fiir
eine Matrix mit Eigenwerten \ # ¢ die Spur die Summe dieser Eigenwerte
sein muss.
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Das charakteristische Polynom einer Matrix kann man auch schreiben als
A? — X\ - Spur (M) + Det (M),
mit
Spur (M) = X317 + X9 und Det (M) = X171 Xo0 — X12X01 .

Insbesondere haben Matrizen genau dann das gleiche charakteristische Po-
lynom, wenn ihre Spur und ihre Determinante {ibereinstimmen. Damit kann
man auch sagen, dass die Menge der Matrizen mit einem vorgegebenen cha-
rakteristischen Polynom die Faser unter der Abbildung

A%( — A%(, M +—— (Spur (M), Det (M)),

ist. Diese Abbildung ist durch einfache polynomiale Ausdriicke gegeben. Ist
diese Abbildung surjektiv? Sehen die Fasern immer gleich aus, d.h., besitzt
die Menge der Matrizen mit vorgegebener Spur und Determinante immer die
gleiche Struktur, oder gibt es da Unterschiede? Sei s und d vorgegeben. Dann
geht es um die Losungsmenge zu

X1+ Xoo = s und X1 X9 — X192 X91 = d.

Hierbei ist Xy, durch Xs eindeutig festgelegt, und umgekehrt. Man kann
daher eine Variable eliminieren, indem man X, = s — X;; setzt. Dann
ergibt sich das ,aquivalente“ System in den drei Variablen X1, X1, X1, mit
der einzigen Gleichung

X11(s — X11) — X19Xo1 =d bzw. X2 —sX11 + X12X0 +d=0.

Unter ,,aquivalent® verstehen wir hier, dass die Losungen des einen Systems
mit den Losungen des anderen Systems in einer Bijektion stehen, die durch
Polynome gegeben ist. An dieser letzten Umformung sieht man, dass es stets
eine Losung geben muss: Man kann fiir X;; einen beliebigen Wert vorgeben
und erhélt eine Gleichung der Form X5 X5, = a, die Lésungen besitzt.

Durch eine lineare Variablentransformation kann man die Gleichung noch
weiter vereinfachen. Sie vorausgesetzt, dass 2 in K invertierbar ist (dass also
die Charakteristik von K nicht 2 ist). Dann kann man mit X = X33 — s/2
(llIld mit Y = X12, Z = Xgl)

X2 +YZ+ec=0

mit ¢ = —% +d schreiben. Daraus sieht man, dass die Gestalt der Matrizen-

menge mit vorgegebener Spur und Determinante nur von —% +d abhéngt. In
der Tat ist nun, wenn dieser Term null ist oder nicht, das Nullstellengebilde
verschieden. Im ersten Fall hat es eine Singularitit, im zweiten Fall nicht,
wie wir spéter sehen werden.



Ideale und Nullstellengebilde

Da wir zunéchst beliebige Familien von Polynomen zulassen, die Nullstel-
lengebilde und damit affin-algebraische Mengen definieren, erscheinen diese
zunéchst sehr uniibersichtlich. Es gelten hier aber drei wichtige Aussagen,
die wir nach und nach beweisen werden, namlich:

(1) Das Nullstellengebilde zu einer Polynom-Familie ist gleich dem Null-
stellengebilde des Ideals, das von der Familie erzeugt wird.

(2) Zu jedem Ideal gibt es ein endliches Ideal-Erzeugendensystem, so
dass jedes Nullstellengebilde durch endlich viele Polynome beschrie-
ben werden kann (Hilbertscher Basissatz).

(3) Uber einem algebraisch abgeschlossenen Korper stehen die Nullstel-
lengebilde in Bijektion mit den sogenannten Radikalen (das sind
spezielle Ideale) (Hilbertscher Nullstellensatz).

Die erste dieser Aussagen kénnen wir sofort beweisen, die anderen beiden
verlangen einige algebraische Vorbereitungen, die wir in den néchsten Vorle-
sungen entwickeln werden.

LEMMA 2.6. Sei K ein Korper und sei F; € K[Xy,...,X,], j € J, eine
Familie von Polynomen in n Variablen. Es sei a das von den Fj erzeugte
Ideal in K[X3,...,X,]. Dann ist

V(F,j€J) = V(a).
Beweis. Das Ideal a besteht aus allen Linearkombinationen der F; und ent-

hélt insbesondere alle F;. Daher ist die Inklusion V(F}, 5 € J) D V(a) klar.
Fiir die umgekehrte Inklusion sei P € V(Fj,j € J) und sei H € a. Dann ist

H=Y" AF, (mit A, € K[X,,...,X,]) und somit ist

H(P) =) A(P)F;,(P) =0,

also verschwindet jedes Element aus dem Ideal im Punkt P. Daher ist P €
V(a). O

Wir kénnen also im Folgenden bei jeder Nullstellenmenge davon ausgehen,
dass sie durch ein Ideal gegeben ist.

LEMMA 2.7. Fir Ideale a C b in K[Xy,...,X,] gilt V(a) 2 V(b) fir die
zugehdrigen Nullstellengebilde.

Beweis. Sei P € V(b). D.h. fiir jedes F' € b ist F'(P) = 0. Dann ist erst recht
F(P) =0 fiir jedes F € a. O

Affin-algebraische Teilmengen des affinen Raumes erfiillen einige wichtige
strukturelle Eigenschaften.
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PROPOSITION 2.8. Sei K ein Korper, K[Xy,...,X,] der Polynomring in
n Variablen und ser A%}, der zugehirige affine Raum. Dann gelten folgende
Figenschaften.

(1) V(0) = A%, d.h. der ganze affine Raum ist eine affin-algebraische
Menge.

(2) V(1) =0, d.h. die leere Menge ist eine affin-algebraische Menge.

(3) Es seien Vi, ..., Vi affin-algebraische Mengen mit V; = V(a;). Dann
gilt

%U%U...UVk = V(al-aQ'--ak).

Insbesondere ist die Vereinigung von endlich vielen affin-algebrai-
schen Mengen wieder eine affin-algebraische Menge.

(4) Es seien 'V, i € I, affin-algebraische Mengen mit V; = V(a;). Dann
gilt

Insbesondere ist der Durchschnitt von beliebig vielen affin-algebrai-
schen Mengen wieder eine affin-algebraische Menge.

Beweis. (1) und (2) sind klar, da das konstante Polynom 0 tiberall und das
konstante Polynom 1 nirgendwo verschwindet.

(3). Sei P ein Punkt in der Vereinigung, sagen wir P € V(a;). D.h. f(P) =0
fiir jedes Polynom f € a;. Ein beliebiges Element aus dem Produktideal
a; - ay - - - a; hat die Gestalt

m

h = Zijlj'f2j"‘fkj

J=1

mit f;; € a;,. Damit ist h(P) = 0, da stets fi;(P) = 0 gilt, also gehoért P
zum rechten Nullstellengebilde. Gehort hingegen P nicht zu der Vereinigung
links, soist P ¢ V(a;) fiirallei = 1,..., k. D.h. es gibt f; € a; mit f;(P) # 0.
Dann ist aber (fifa--- fi)(P) # 0 und fifo - fr € a3 - ag---ag, so dass P
nicht zur Nullstellenmenge rechts gehoren kann.



flx, y) =x*-y*
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gix, y) = x*+ y*4
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(4). Sei P € Al.. Dann ist P € V(a;) fiir alle i € I genau dann, wenn
f(P) =0 ist fiir alle f € a; und fiir alle ¢ € I. Dies ist genau dann der Fall,

wenn f(P) = 0 ist fiir alle f aus der Summe dieser Ideale.
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