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Algebraische Kurven
Arbeitsblatt 14

Ubungsaufgaben

AUFGABE 14.1. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und sei
R = K[X] der Polynomring iiber K. Zeige, dass jede algebraische Funktion
f auf einer offenen Menge

U = D(F) C K—Spek (R) = Ay

die Form f = G/H mit nicht kiirzbaren G, H € R und mit D(F') C D(H)
besitzt.

AUFGABE 14.2. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und sei R
eine K-Algebra von endlichem Typ, die ein faktorieller Integritdatsbereich sei.
Zeige, dass jede algebraische Funktion f auf einer offenen Menge

U C K—Spek (R)

die Form f = G/H mit nicht kiirzbaren G,H € R und mit U C D(H)
besitzt.

AUFGABE 14.3. Ergénze den Beweis zu Lemma 14.4.
AUFGABE 14.4. Zeige, dass der Ring I'(U, O) reduziert ist.

AUFGABE 14.5. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper. Wir be-
trachten den Punkt

P=(0,1) = V(X*-Y®+1) = C C A%

Es sei U := C'\ {P}. Beschreibe eine algebraische Funktion auf U, die sich
nicht zu einer algebraischen Funktion auf ganz C' ausdehnen lésst.

AUFGABE 14.6.*
Wir betrachten die Neilsche Parabel
C=V{Y*-X?% C A%
und den Punkt
P =(1,1) € C.
Finde eine algebraische Funktion, die auf C'\ { P} definiert ist, aber nicht auf
ganz C. Tipp: Finde unterschiedliche Faktorzerlegungen von X3 — X2,
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AUFGABE 14.7. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und sei R
eine K-Algebra von endlichem Typ, die ein Integritéitsbereich sei. Es sei U =
D(a) € K —Spek (R) eine offene Menge zu einem Ideal a = (fi,..., fn).
Zeige, dass fiir den Ring der algebraischen Funktionen die Gleichheit

naop:ﬁRﬂ
=1

gilt, wobei der Durchschnitt im Quotientenkérper genommen wird.

AUFGABE 14.8. Sei R eine kommutative K-Algebra von endlichem Typ iiber
einem algebraisch abgeschlossenen Korper. Sei U C K—Spek (R) eine offene
Teilmenge und f: U — K eine Funktion. Es sei U = J,.; U; eine offene
Uberdeckung mit der Eigenschaft, dass die Einschrinkungen f; = f v, alge-
braische Funktionen sind. Zeige, dass dann f selbst algebraisch ist.

AUFGABE 14.9. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Koérper und sei R
eine K-Algebra von endlichem Typ, die ein Integritéitsbereich sei. Zeige, dass
zu offenen Mengen U C V die Restriktionsabbildung

rVv,0) — I'(U,0)

injektiv ist.

AUFGABE 14.10. Betrachte V. = V(XW — Y Z) C Aj. Beschreibe eine
offene Menge U C A% derart, dass der zu U NV C U gehérende Ringhomo-
morphismus

I'(U,0) — T(UNV,0)

nicht surjektiv ist.

In der folgenden Aufgabe wird das Konzept des Limes einer Abbildung ver-
wendet. Dabei konnte Aufgabe 1.6 hilfreich sein.

AUFGABE 14.11. Wir betrachten die durch

C=V({Y?-X*-X3% C A}
gegebene Kurve, den Punkt P = (0,0) € C und das offene Komplement
U=C\{P}

(1) Zeige, dass % eine algebraische Funktion auf U ist, die nicht auf
ganz C' algebraisch ausdehnbar ist.
(2) Zeige, dass der Abbildungslimes zur Funktion
Y
=—=:U C
Y= —

nicht existiert.
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(3) Zeige, dass es Folgen (wy,), oy und (2,),,cy in U gibt, die beide gegen
P konvergieren, fiir die die Bildfolgen unter ¢ jeweils konvergieren,
aber gegen unterschiedliche Werte.

Wir kommen zu einer Reihe von duflerst wichtigen Begriffen, die wesentliche
Eigenschaften der Strukturgarbe auf einem K-Spektrum prignant zusam-
menfassen.

Es sei X ein topologischer Raum. Unter einer Prdigarbe F auf X versteht
man eine Zuordnung, die jeder offenen Menge U C X eine Menge F (U)
und zu je zwei offenen Mengen U C V eine Abbildung

pvu: F(V)— F(U)

zuordnet, wobei diese Zuordnung die beiden folgenden Bedingungen erfiillen
muss.

(1) ZuU = V ist

puu = ldrw).
(2) Zu offenen Mengen

ist stets
pPwuU = PV,U © PW,V-
Die Abbildungen py,; heiflen dabei Restriktionsabbildungen.

Eine Prdagarbe von Gruppen F auf einem topologischen Raum X heifit Prd-
garbe von Gruppen, wenn zu jeder offenen Menge U C X die Menge F (U)
eine Gruppe und zu jeder Inklusion U C V die Restriktionsabbildung

pvu: F (V) — F(U)
ein Gruppenhomomorphismus ist.

Eine Pragarbe von Gruppen F auf einem topologischen Raum X heif3t Prdig-
arbe von kommutativen Ringen, wenn zu jeder offenen Menge U C X die
Menge F (U) ein kommutativer Ring und zu jeder Inklusion U C V die
Restriktionsabbildung

pvu: F (V) — F(U)
ein Ringhomomorphismus ist.
AUFGABE 14.12. Zeige, dass die Zuordnung, die jeder offenen Menge U C

K —Spek (R) den Ring der algebraischen Funktionen I'(U, Q) und zu jeder
Inklusion U; C U, die Restriktionsabbildung (siehe Lemma 14.6)

F(UQ, O) — F(Ul, O)

zuordnet, eine Priagarbe von K-Algebren ist.
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Es sei X ein topologischer Raum. Unter einer Garbe F auf X versteht man
eine Priagarbe F auf X, die die folgenden Eigenschaften erfiillt.

(1) Zu jeder offenen Uberdeckung U = J;.; U; und Elementen s,t €
F(U) mit pyu,(s) = pup,(t) fir allei € T gilt s = t.

(2) Zu jeder offenen Uberdeckung U = J;.; U; und Elementen s; €
F (U;) mit py, vinu, (8i) = pu,unu, (s5) fiir alle 4,5 € I gibt es ein
s€ F(U)mit s; = pyy,(s) fiir alle i € 1.

AUFGABE 14.13. Es seien X und Y topologische Raume. Zu jeder offenen
Teilmenge U C X betrachten wir

C(U) = C'U,Y) = {¢:U = Y| stetig}.

Zeige, dass dies eine Garbe auf X ist.

AUFGABE 14.14. Es sei X ein topologischer Raum. Zu jeder offenen Teil-
menge U C X betrachten wir

C(U) = C(U,R) = {p:U — R| stetig}.

Zeige, dass dies eine Garbe von kommutativen R-Algebren auf X ist.

AUFGABE 14.15. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Zu jeder
offenen Teilmenge U C M betrachten wir die Menge C*'(U, R) der differen-

zierbaren Funktionen auf U. Es sei M = |J,; U; eine offene Uberdeckung.

(1) Zeige, dass zu V C U offen und f € C'(U,R) auch die Einschrin-
kung f|v zu C'(V,R) gehort.

(2) Sei f € CY(M,R). Zeige, dass f = 0 genau dann ist, wenn simtliche
Einschrénkungen f|y, = 0 sind.

(3) Es sei eine Familie f; € C'(U;, R) von Funktionen gegeben, die die
» Vertraglichkeitsbedingung® filv,nv, = fjlu,nv, fiir alle 4, j erfiillen.
Zeige, dass es ein f € C'(M,R) gibt mit f|y, = f; fiir alle 4.

AUFGABE 14.16. Zeige, dass die Zuordnung, die jeder offenen Menge U C
K —Spek (R) den Ring der algebraischen Funktionen I'(U, O) und zu jeder
Inklusion U; C U, die Restriktionsabbildung (siehe Lemma 14.6)

LUy, 0O) — T'(Uh,0)

zuordnet, eine Garbe von K-Algebren ist.

In den folgenden Aufgaben werden Ultrafilter und minimale Primideale be-
sprochen. Wir geben die Definition.

Ein Primideal p in einem kommutativen Ring heiflit minimales Primideal,
wenn es kein Primideal q mit q C p gibt.
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Sei R ein kommutativer Ring. Ein multiplikatives System F' C R nennt man
einen Ultrafilter, wenn 0 ¢ F' ist und wenn F' maximal mit dieser Eigenschaft
ist.

AUFGABE 14.17. Sei R ein kommutativer Ring und sei F' C R ein multipli-
katives System mit O ¢ F'. Zeige, dass F' genau dann ein Ultrafilter ist, wenn
es zu jedem g € R, g ¢ F, ein f € F und eine natiirliche Zahl n gibt mit

fg" =0.

AUFGABE 14.18. Sei R ein kommutativer Ring und sei /' C R ein Ultrafilter.
Zeige, dass das Komplement von F' ein minimales Primideal in R ist.

AUFGABE 14.19. Sei R ein kommutativer Ring und sei S ein multiplikatives
System mit 0 ¢ S. Zeige, dass S in einem Ultrafilter enthalten ist.

(Man benutze das Lemma von Zorn).

AUFGABE 14.20. Sei R ein kommutativer, reduzierter Ring. Zeige, dass jeder
Nullteiler in einem minimalen Primideal enthalten ist.

AUFGABE 14.21. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und sei
a C K[Xj,...,X,] ein Radikal mit dem zugehorigen Restklassenring R =
K[Xy,...,X,]/a, der der Koordinatenring zu V' = V(a) ist. Zeige, dass die
irreduziblen Komponenten von V' den minimalen Primidealen von R entspre-
chen.

AUFGABE 14.22. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und sei R
eine kommutative K-Algebra von endlichem Typ. Zeige, dass die minimalen
Primideale von R den irreduziblen Komponenten von K —Spek (R) entspre-
chen.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 14.23. (4 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und betrachte die affine Ebene
A% Es sei P € A% ein Punkt und U = A% \ {P} das offene Komplement
davon. Zeige

I'U,0) = K[X,Y].

(Dies besagt, dass eine auBerhalb eines Punktes der Ebene definierte algebrai-
sche Funktion sich in den Punkt fortsetzen lésst. In der komplexen Analysis
nennt man den entsprechenden Satz den Riemannschen Hebbarkeitssatz).
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AUFGABE 14.24. (5 (14-2+2) Punkte)
Wir betrachten die Neilsche Parabel
C =V(X*-Y?% C AL
(1) Zeige, dass auf C' die Gleichheit D(X) = D(Y) gilt.

(2) Zeige, dass auf U = D(Y) C C durch 3= eine algebraische Funktion
definiert ist, die sich nicht auf C' als algebraische Funktion ausdehnen

lasst.
(3) Zeige, dass die stetige Funktion
X
—: DY C
DY) —

eine stetige Fortsetzung auf ganz C besitzt.

AUFGABE 14.25. (4 Punkte)

Sei R eine integre K-Algebra R von endlichem Typ iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper K. Sei ¢ € @) = Q(R) ein Element im Quotien-
tenkorper von R. Zeige, dass

a = {f € R|es gibt n € Nmit f"q € R}

ein Ideal in R ist. Zeige ferner, dass D(a) C K —Spek (R) der (maximale)
Definitionsbereich der algebraischen Funktion ¢ ist.

AUFGABE 14.26. (4 Punkte)

Sei R ein kommutativer Ring und seien fi,..., f, € R Elemente, die das
Einheitsideal erzeugen. Es sei vorausgesetzt, dass die Nenneraufnahmen Ry,
noethersch sind fiir : = 1, ..., n. Zeige, dass dann auch R noethersch ist.

AUFGABE 14.27. (6 Punkte)

Es sei K ein Korper und A eine endlichdimensionale, reduzierte K-Algebra.
Zeige, dass dann A ein endliches direktes Produkt von endlichen Korperer-
weiterungen von K ist.

Hinweis: Man darf ohne Beweis benutzen, dass es in A nur endlich viele
Primideale gibt.



