Algebraische Kurven - Vorlesung 10

Noethersche Moduln

Wir wollen zeigen, das fiir einen noetherschen Ring R und einen endlich
erzeugten R-Modul jeder R-Untermodul wieder endlich erzeugt ist. Solche
Moduln nennt man noethersch.

Definition 1. Sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Dann
heifit M noethersch, wenn jeder R-Untermodul von M endlich erzeugt ist.

In den folgenden Aussagen verwenden wir folgende Sprech- bzw. Schreibwei-
se.

Definition 2. Sei R ein kommutativer Ring und seien M;, M, M35 R-Moduln.
Man nennt ein Diagramm der Form

00— My — M — M; — 0

eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln, wenn M, ein R-Untermodul von M
ist, und wenn Mj ein Restklassenmodul von M ist, der isomorph zu M /M;
ist.

Lemma 3. Seit R ein kommutativer Ring und
0— M) — M — Ms —0

eine kurze exakte Sequenz wvon R-Moduln.  Dann ist M genau dann
noethersch, wenn sowohl M, als auch Ms noethersch sind.

Beweis. Sei zundchst M noethersch, und U C M; ein Untermodul. Dann
ist U direkt auch ein Untermodul von M, also nach Voraussetzung endlich
erzeugt. Sei nun V' C Mj ein Untermodul des Restklassenmoduls. Das Urbild
von V in M unter der Restklassenabbildung sei V. Dieser Modul ist nach
Voraussetzung endlich erzeugt, und die Bilder eines solchen Erzeugendensy-
stems erzeugen auch den Bildmodul V.

Seien nun die duferen Moduln M; und M;3 noethersch, und sei U C M ein
Untermodul. Es sei Us C M; der Bild-Untermodul davon. Uz wird von endlich
vielen Elementen s1,...,s, erzeugt, und wir konnen annehmen, dass diese
s; = 7; die Bilder von Elementen r; € U sind. Betrachte U N Mj. Dies ist ein
Untermodul von M;, und daher endlich erzeugt, sagen wir von ty,...t;, die
wir als Elemente in U auffassen. Wir behaupten, dass

Tl,...,Tn,tl,...,tk

ein Erzeugendensystem von U bilden. Sei dazu m € U ein beliebiges Element.
Dann ist m = " ; a;s; und daher geht das Element m — >~ ; a;r; rechts
auf null. Dann gehort es aber zum Kern der Restklassenabbildung, also zu
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M. Andererseits gehort dieses Element auch zu U, also zum Durchschnitt

My N U, der ja von den tq,...,t, erzeugt wird. Also kann man schreiben
n k
m — Zam = Z bjtj
i=1 j=1
bzw. m =31, a;r; + Z§:1 bit;. ]

Satz 4. Sei R ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul.
Dann ist M ein noetherscher Modul.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber die Anzahl n der
Modul-Erzeuger von M. Bei n = 0 liegt der Nullmodul vor. Sei n = 1. Dann
gibt es eine surjektive Abbildung R — M = R/a vor. Nach Lemma 10.3
ist aber ein Restklassenmodul eines noetherschen Moduls wieder noethersch,
und der Ring selbst ist nach Voraussetzung noethersch, also ist M noethersch.

Sei nun n > 2 und die Aussage fiir kleinere n bereits bewiesen. Sei mq, ..., m,
ein Erzeugendensystem von M. Wir betrachten den durch my,...,m,_; er-
zeugten R-Untermodul, den wir mit M; bezeichnen. Dieser Untermodul gibt
Anlass zu einer kurzen exakten Sequenz, ndmlich

O—>M1—>M—>M/M1:M3—>0

Hier wird der linke Modul von n — 1 Elementen erzeugt und ist nach Indukti-
onsvoraussetzung noethersch. Der rechte Modul wird von der Restklasse von
my, also von einem Element erzeugt, also noethersch. Nach Lemma 10.3 ist
dann M noethersch. U

Hilbertscher Nullstellensatz - algebraische Version

Wir wollen die algebraische Version des Hilbertschen Nullstellensatzes bewei-
sen. Dazu benétigen wir die folgenden zwei Lemmata.

Lemma 5. Sei R ein noetherscher kommutativer Ring und A eine endlich
erzeugte R-Algebra. FEs sei B C A eine R-Unteralgebra, tiber der A endlich
(als B-Modul) sei. Dann ist auch B eine endlich erzeugte R-Algebra.

Beweis. Wir schreiben A = R[xq,...,z,] und A = Bay + ... + Ba,, mit
a; € A. Wir setzen

xT; = Zbijaj und a;a; = Z bijkak
j=1 j=1

mit Koeffizienten b;;, b;jr € B. Wir betrachten die von diesen Koeffizienten

erzeugte R-Unteralgebra S von B und den S-Modul A = Sa; + ... + Sa,,.

Die Produkte a;a; gehoren wieder zu diesem Modul, daher ist A sogar eine S-

Algebra. Weil die z; ebenfalls zu A gehdren, gilt sogar A = A. Dies bedeutet,
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dass A ein endlicher S-Modul ist. Nach Korollar 9.9 zum Hilbertschen Ba-
sissatz ist S ein noetherscher Ring und nach Satz 10.4 ist der S-Untermodul
B C A ebenfalls endlicher S-Modul. Die Kette R C .S C B zeigt schliefilich,
dass B eine endlich erzeugte R-Algebra ist. U

Lemma 6. Sei K ein Korper und R = K(X) der zugehirige rationale Funk-
tionenkorper. Dann ist R keine endlich erzeugte K-Algebra.

Beweis. Sei angenommen, dass die rationalen Funktionen F; = %, 1 =
1,...,n, ein endliches Erzeugendensystem von K (X) bilden, mit P;, Q; €
K[X], Q; # 0. Durch Ubergang zu einem Hauptnenner kann man anneh-
men, dass (); = @ konstant ist. Die Annahme bedeutet also insbesonde-
re, dass der Korper der rationalen Funktionen sich durch Nenneraufnah-
me an nur einem Element ergeben wiirde. Da () keine Konstante ist (sonst
wire K[X| = K(X), was nicht der Fall ist), ist @ — 1 # 0 und daher ist
=1 € K(X). Also gibt es eine Darstellung

Q-1
1 P
Q-1 @
mit einem geeigneten s. Daraus folgt Q°* = (QQ — 1)P. Da @° und @ — 1
das Einheitsideal erzeugen, folgt daraus, dass bereits () — 1 das Einheitsideal

erzeugt, also selbst eine Einheit ist. Dann wire @) aber doch eine Konstante,
was es nicht ist. O

Satz 7. (Hilbertscher Nullstellensatz - algebraische Version)

Sei K ein Korper und sei K C L eine Korpererweiterung, die (als K-Algebra)
endlich erzeugt sei. Dann ist L endlich tiber K.

Beweis. Wir setzen L = Klxy,...,z,]. Sei K; der Quotientenkérper von
K|zy,...,z;] (innerhalb von L). Wir haben also eine Kérperkette

K=K¢CK,C...CK,1CK,=1L.

Wir wollen zeigen, dass L endlich iiber K ist, und dazu geniigt es zu zeigen,
dass jeder Schritt in der Kérperkette endlich ist. Sei angenommen, dass K; C
K11 nicht endlich ist, aber alle folgenden Schritte endlich sind. Wir wenden
Lemma 10.5 auf
KCKiy1CL

an und erhalten, dass K;,; endlich erzeugt iiber K ist. Dann ist insbeson-
dere K, auch endlich erzeugt iiber K;. Andererseits ist K;,; der Quotien-
tenkorper von K;[x;11]. Wir haben also eine Kette

K; C Ki[x,qu] - Q(Ki[xz‘ﬂb = Kiy1,

wo K1 endlich erzeugt iiber K; ist, aber nicht endlich. Wére z;,, algebra-
isch {iber K;, so auch endlich, und dann wére K;[x;,1] bereits ein Korper.
Dann wére die letzte Kette insgesamt endlich, im Widerspruch zur Wahl von
i. Also ist x;y; transzendent iiber K;. Dann ist aber K;[x; 1] isomorph zu
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einem Polynomring in einer Variablen und Q(K;[x;41]) ist isomorph zu einem
rationalen Funktionenkorper iiber K;. Dieser ist aber nach Lemma 10.6 nicht
endlich erzeugt, so dass sich erneut ein Widerspruch ergibt. U

Satz 8. Sei K ein Kiorper und seien A und B zwei K-Algebren von endlichem
Typ. Es sei ¢ : A — B ein K-Algebra-Homomorphismus. Dann ist fiir jedes
mazimale Ideal m aus B auch das Urbild ¢~ (m) ein mazimales Ideal.

Beweis. Sei m ein maximales Ideal aus B. Wir wissen, dass unter jedem
Ringhomomorphismus das Urbild eines Primideals wieder prim ist, also ist
¢~ 1(m) zuniichst ein Primideal, das wir p nennen. Wir erhalten induzierte
Ringhomomorphismen

K— A/p — B/m=1,

wobei L ein Koérper ist und wobei beide Homomorphismen injektiv und von
endlichem Typ sind. Da die Gesamtabbildung von endlichem Typ ist und K
und L Korper sind, folgt nach Satz 10.7, dass diese Abbildung endlich ist.
Dann ist erst recht die hintere Abbildung endlich. Wir wollen zeigen, dass
A/p ein Korper ist. Dies folgt aber aus Aufgabe 10.1. U

Satz 9. Sei K ein Korper und sei A eine K-Algebra von endlichem Typ.
Dann ist jedes Radikal in A der Durchschnitt von maximalen Idealen.

Beweis. Wir wissen, dass jedes Radikal der Durchschnitt von Primidealen
ist. Es geniigt also zu zeigen, dass jedes Primideal in einer endlich erzeugten
Algebra der Durchschnitt von maximalen Idealen ist. Sei p ein Primideal und
f & p. Dann ist p ein Primideal in der Nenneraufnahme B := A;. Es gibt ein
(in Ay) maximales Ideal m C Ay oberhalb von pAy. Wir fassen Ay als endlich
erzeugte K-Algebra auf und betrachten ¢ : A — Ay. Dann ist p C ¢ '(m)
und f & p'(m). Nach Satz 10.8 ist »~!(m) maximal. O

Satz 10. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und sei A eine end-
lich erzeugte K-Algebra. Dann ist jeder Restklassenkorper von A isomorph
zu K. Anders formuliert: jedes maximale Ideal ist ein Punktideal.

Beweis. Sei m ein maximales Ideal der endlich erzeugten K-Algebra A und
betrachte

K—A— A/m=:1.
Hier ist L ein Korper und zugleich eine endlich erzeugte K-Algebra. Nach
Satz 10.7 muss also L eine endliche K-Algebra sein. Da K algebraisch abge-
schlossen ist, muss K = L sein. Il



